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GEOMETRIE TRA]\SCE]¥DAI¥T£. 

De la courbure des courbes planes ; 

Par M. Gergonne. 

v\/vvv\.v\/\ivvv\/ww\;vv\ivw 

vj'est principalement dans les recherches relatives à la courbure 
soif des courbes planes , soit des surfaces courbes , soit des cour- 
bes à double courbure , que se montre dans tout son jour Tuti- 
lité des notations différentielles « et il suffirait , pour s'en convain- 
cre , de comparer ce que nous allons dire ici sur ce sujet avec 
ce que nous en arons dit à la pag. 127 de notre IX,™^ volume , 
où nous nous, étions imposés la loi de ne faire usage que des no- 
tations de l'analyse élémentaire. Nous n'aurions donc pas hésité 
Tom. XXI , n.« i , 1.^^ juillet i83o. i 
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a DE LA COURBURE 

à débuter par ce genre d'application , si nous n*eus$!ons pensd 

qu'en nous en occupant , nous pourrions avoir quelquefois besoin 

de nous appuyer sur la théorie des maxima ei minima , et si nous 

n'avions désiré de n'avoir alors, qu'à renvoyer à des principes déjà 

établis. 

Nous devons rappeler ici ce que nous avons déjà dit ailleurs ; 
savoir , que nous ne saurions avoir le dessein d'écrire un traité 
complet sur la matière , mais seulement de montrer à quel point 
l'emploi des notations difïérentielles facilite les recherches de haute 
géométrie et en généralise les résultats. Il ne sera question , au 
surplus , dans le présent article , que des courbçs planes ; d'autres 
articles seront consacres aux surfaces coui*bes et aux courbes à 
double courbure* 

1. Soit 

une équation en x et jr exprimant une courbe plane, quelcon- 
que , rapportée à deux axes de direction arbitraire; et soit (^',^') 
un quelconque des points du périmètre de cette courbe ; de telle 
sorte qu'on ait 

{(x^,y)=S^=o • (2) 

Pour transporter en ce point l'origine des coordonnées , sans chan- 
ger la direction des axes , il faudra faire , comme l'on sait, 

r=a:^+t , jr=zy^u ; (3) 

^ et Cl étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or , cela 
revient évidemment à supposer que , dans (2) , a:^ et jr^ se chan- 
gent respectivement en x^'^t cl ^^-(-1/ , ce qui donnera ( tom. 
2i^X 9 pag. 258 ) , en ayant égard à cette même équation (2), , 
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►4- u' 



..a.3 • • 

' ' I •• • • • 

+•••. J?(4) 

*T^» • • • 

et telle sera consëquemtnent Tëquation de la courbe (i) , rappor- 
tée aux nouveaux axes ; équation dans laquelle or' et j^' sont deux 
constantes indéterminées , équivalentes à une seule , attendu qu'elles 
sont liées par la relation (2). On repassera, d'ailleurs , au sys- 
tème primitif au moyen des équations (3)- qui donnent 



t=x^^x^ , • u^zy-^y' • 



(5) 



L* équation (4) peut être regardée comme fondamentale dans toute 
la théorie qui va nous occuper. 

II. Si Ton ne veut considérer qu'un très-petit arc de la courbe, 
«^étendant fort peu de part et d'autre de l'origine des / et c/ ; pour 
tous les points de cet arc , ^ et u seront de fort petites quantités ; 
de sorte qu'on pourra , sans erreur sensible , négliger , dans l'é- 
quation (4) 9 les termes de plus d'une dimension , par rapport à 
ces variables ; la suppression de ces termes aura , au surplus, d'au- 
tant moins d'influence que Tare considéré sera plus petit. Ainsi , 
plus il sera petit et plus il tendra à avoir pour équation 



d.y , , d.Ç/ 

/ J 11=0 



(6) 
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4 DE LA COURBURE 

celle ëqaaûon représentera donc ri^O£/r^£/5^/7ï€n^ Tare dont îl s'agît , 
lorsque cet arc se réduira à Tongine des / et u. On peut donc dire 
que réquatîon (6) est celle de la droite qui , à l'orîgîne des / et 
1/ , a exactement la même direction que la courbe en ce point. 
Une telle droite est dite une tangente à la courbe (f) au point 
{x' ^y) , qui est dit son point de contact avec elle. 

La droite (i) tant qu'elle ne se confond pas avec Tun des axes , 
passe nécessairement dans deux des quatre angles des coordon- 
nées opposés par le sommet ; puis donc qu*elle tend d'autant plus 
à se confondre avec un arc de la courbe , que cet arc s'étend moins 
de part et d'autre de l'origine des ^ et « , il en faut conclure 
que , quand aucun des deux axes n'est tangent à la courbe , on 
peut toujours concevoir un arc s'élendant acscz peu , de part et 
d'autre , de l'origine des / et i/ , pour que les deux parties de cet 
arc , déterminées par ce point , soient situées dans deux angles des 
coordonnées opposés par le sommet , et conséquemment pour que 
/ et £/ changent de signes , à la fois , en passsant d'un côté à 
l'autre de l'origine. 

III. Pour mieux connaître la nature de cette droite que nous 
avons nommée tangente , conduisons , par l'origine des / et i/.^ 
une droite arbitraire ayant pour équation 

u-Mt , (7) 

ou 3/ est une indéterminée. Pour avoir les intersections de cette 
droite avec la courbe , il faudra , dans les équations (4) et (7), 
considérer t ^i u comme les deux inconnues d'un même problème 
déterminé. Or , la substitution de la valeur (7) de u , dans l'é- 
quation (4) y donne 

(\s d*' ~ d/' J^\ àx" ^ d*'d/' ^ d/' / i.a J 
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DES COURBES PLANES. 5 

fellè est clone réquation qjiaî donnera les valeurs de / qui répon- 
dent aux intersections de la droite (7) avec la courbe (4) ; va* 
leurs qui , substituées dans Tëquation (7) , feront connaître les va- 
leurs correspondantes de u. 

Or , réquation (8) est d*abord satisfaite en posant ^co « d'où 
résulte aussi i/=o ; et c*est là ce qu'on pouvait fort bien prévoir 
à l'avance , puisque Torigine des i et u est , par construction , un 
point commun à la droite et à la courbé. L'équatiqn (8) , délivrée 
de cette racine , devient 

et doit donner les valeurs de t qui répondent aux intersections, 
autres que l'origine des / et n, de la droite (7) avec la courbe 
(4) ; intersections qui pourront être plus ou moins nombreuses , 
et dont la situation , sur cette courbe , variera avec itf , c'est-à-dire , 
avec la direction de la droite (7). 

Si l'on veut profiter de l'indétermination de Jif , pour faire 
en sorte qu'un nouveau point d'intersection vienne se confon- 
dre avec le premier , à l'origine des t et u , il faudra faire en 
^orte que Tcquation (9) soit , comme l'équation (8) » satisfaite en 
posant /:=:o ; ce qui exigera qu'on ait 

équation qui déterminera la valeur de M qui satisfait à cette con- 
dition. Or , cette valeur , substîlucc dans l'équation (7) , fait re- 
tomber de nouveau sur l'équation (6) de la tangente à l'origine 
des ^ et II ; donc la tangente à une courbe, en l'un de ses points, 
n'est autre chose que ce que deviendrait une corde qui , passant 
par ce point , tournerait sur lui, jusqu'à ce que sa longueur se- 
rait devenue tout à fait nulle; d*où il suit qu'une tangente aune 
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6 DELACOURBURE 

courbe peut être considérée comme ayant , avec cette courbe , deux 

points communs qui se confondent en un seul. 

Puisque la tangente à une courbe a , en son point de contact, 
même direction que la courbe en ce point , il s^ensuit que , par 
le point de contact d'une tangente , il est impossible de mener 
une droite qui , à partir de ce point, passe entre elle et la courbe ; 
car la direction d'une telle droite s'approchant plus alors de celle 
de la couvbe que ixe le ferait la direction de la tangente , il ne 
serait plus vrai de dire que cette dernière direction e^t , au point 
de contact , celle de la courbe même. 

IV. Si , (Continuant à représenter par i et u les deux coordon- 
nées d'un même point quelconque de la courbe , on représente 
par i4| la coordonnée de la tangente qui répond à ^, on aura (6) 

En retranchant cette équation de Téquation (4) , il tiendra 

Or , on peut toujours supposer i et u assez petits , sans être nuTs ^ 
pour ne faire dépendre le signe du second membre que du signe 
de Tensemble de ses termes de deux dioiensions , lequel reste in* 
yariablement le même si ^ et u changent de signes à la fois , 
comme il arrive en passant d'un c&té à l'autre de l'origine , d'a- 
près la remarque qui a été faite ci-dessus ; donc aussi on peut tou-* 
jours concevoir un arc s'étendant assez peu de part et d'autre de 
l'origine des t et. 1/ , pour que , dans toute son étendue , u — 11, 
conserve invariablement le même signe ; ce qui revient â dire 
qu'on peut toujours concevoir un arc de courbe s'étendant asse^ 
peu de part et d'autre de son point de contact avec uae tangente , 
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DES COURBES PLANES. 7 

pour que cet arc soit entièrement situé d*uu même côté de cette 
tangente. La tangente à une courbe , en un quelconque de ses 
points , touche donc la courbe sans la couper en ce point. 

Nous disons en un quelconque de ses points , car , si Toriginc 
des t et 1/ , ou le point {x' tf') % était tellement choisi sur la courbe, 
qu on eût , à la fois , 

— — s=0 , =0. =0, (10) 

.te qui ne saurait , au surplus , avoir généralement lieu , puisque 
ces trois équations sont déjà généralement incompatibles » et qu'il 
faut y joindre encore Téquation (2) iS'=o; Téqualion '(12) deve- 
nant alors 

ay > '^ 1.2.3 \ da/3 ~ àoJ^ày ^ àx'ày^ ~ Af^ )^ ' ^ ^^ 

comme on pourrait toujours prendre t et u assez petits , sans être 
nuls , pour ne faire dépendre le signe de tout le second membre 
que du signe de Tensemble de ses termes de trois dimensions, le- 
quel change , en passant d*un côté à T^utrc de Torigine des t et 
u , il s'ensuit qu'alors on pourrait toujours prendre un arc de la 
courbe s'étendant assez peu départ et d'autre du point de contact 
de la. tangente , pour qu'en passant d'un côté à l'autre de ce point , 
V—- II, changeât de signe ; ce qui revient à dire que les deux par- 
ties de cet arc , déterminées par le point de contact , se trouveraient 
alors situées de différens côtés de la tangente qui , de la sorte» 
toucherait et couperait la courbe en ce point. Un tel point d'une 
courbe est ce qu'on appelle un point d inflexion. 

Dans la mênie hypothèse , en posant l'équation (ro) , l'équa- 
tion (9) deviendrait divisible , par t^ \ il y aurait donc alors , ou- 
Ire l'origine des ^ et 1/ , deux autres points communs à la droite 
(6) et à la courbe (4) qui viendraient se confondre avec celui-là; 
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8 DE LA COURBURE 

ce qui renent à dire que la langenle à un point d^inflexion d'une 
courbe peut êlre considérée comme ayant , avec celle courbe , trois 
points communs qui se confondent en un seul. 

Veut-on savoir si une courbe proposée a des points d'inflexion 
et en assigner la situation , sur la . courbe ? Il ne s'agira , pour 
cela, que d'éliminer x' et y' entre les équations (i3) et 1 équa- 
tion (2) ; on obtiendra ainsi deux équations entre quantités con- 
nues , lesquelles ne pourront être qu'identiques ou absurdes ; si 
elles sont toutes deux identiques , la courbe aura un ou plusieurs 
points d'inflexion , dont la situation sera fixée par les systèmes de 
valeurs de x' et y^ tirées de deux quelconques de ces quatre équar 
lions ; mais si une seule des équations entre quantités connues 
est absurde, et , à plus forte raison , si elles le sont toutes deux, 
on devra en conclure que la courbe n'a aucun point d'inflexion. 

On se comporterait exactement de la même manière si , l'équa- 
tion d'une courbe contenant des coefficiens indéterminés , au nom* 
bre de deux au moins , on voulait profiter de leur indétermina- 
tion pour faire acquérir à la courbe un ou plusieurs points d'in- 
flexion* Seulement les deux équations auxquelles on parviendrait 
ne seraient proprement ni identiques ni absurdes ; ce serait des 
équations de condition , exprimant les relations que devraient avoir 
entre eux les coefiîciens indéterminés pour que de tels points exis- 
tassent. Ces relations ainsi admises , la situation des points d'in- 
flexion se déterminerait comme il vient d'être dit ci-dessus. 

£n raisonnant d'une manière analogue , on parviendra facilement 
à démontrer que si, pour l'un {x^ ^y) des points d'une courbe ^ 
outre les équations (i3) , on a encore 

à^Sf à^Sf à^Sf à^9 , ^^ 

=0, ^o. =0 , =0; (i5) 

da/i ' da/»d^' • dxM/'a • ^yi -^ \ ) 

la courbe sera toute située d'un même côté de sa tangente en 
ce point , laquelle conséquemment la touchera en ce même 
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DES COURBES PLANES, 9 

point; sans la couper , et pourra être considérée comme ayant, 
avec la courbe , quatre points, communs se confondant en un seul ; 
que si Ton a , en outre , pour ce point , 

d^ï'*""^' dit'3dy "^^' àa/^y^ ""^' dPd/î^^* à^"^^'^^^^ 

la- tangente touchera et coupera alors la courbe , et son point de 
contact pourra être considéré comme cinq points communs à Tune 
et à Tautre , se confondant en un seul, et ainsi de suite. La re* 
cherche de ces points s'exécutera d'ailleurs comme celle des sim- 
ples points d'inflexion ; mais la chance d'en obtenir ira sans cesse 
en diminuant , à raison du nombre toujours croissant des équations 
de conditions auxquelles on aura à satisfaire» * 

' V. En retournant aux coordonnées prîmîtîires , au moyen des 
formules (5) , l'équation (6) , de la tangente au'point (x' ,^') , de- 
viendra 

_ (^_xO+ — Cr-/O=o î ('7) 

cquation dans laquelle les deux constantes or' et y sont liées en- 
tre elles par Téquation (2) , et ne doivent ainsi compter que pour 
une seule. Rien ne sera donc plus facile que d*obtenfr Téquation 
de la timgente à une courbe , par un poînt donné sur cétie courbe. 

Si le point (x^^yO ^'^^l pas donné , cette équation, eu y met- 
tant, pour jî^ , y/ , tous les. systèmes de valeurs compatibles avec 
la relation (2) , pourra indistinctement ^exprimer toutes les tan- 
gentes à la courbe. On pourra donc ainsi profiter de rindélermî- 
nation de x^ etjr^ pour assujettir une ^ngente demandée à. une 
condition donnée. 

Si , par exemple , on veut assujettir la tangente h passer par 
un point donné (« , A) , il faudra exprkner que les coordonnées de 
ce point satisfont à 1 équation (17) , ce qui donnera 

Torn. XXI. 2 
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10 DE LA COURBtJRE 

^i»-^-^^(^-y)^oi (.8) 

équation qui , combinée avec Véquation (2) , fera connaître les poîntt 
de contact de toutes les tangentes qui peuvent être menées à la 
courbe par le point (a, b). 

Au lieu de résoudre les équations (2) et (18) , par rapport i 
x^ et j^^ , on peut chercher les intersections des deux courbes 
qu^elles expriment , ou , ce qui revient au même , chercher les 
intersections de la courbe (i) avec la courbe exprimé^ par Téqua* 
tion 

i^(^-a)4-i^(^-J)=0 ; (19) 

cette dernière est donc celle d'une courbe qui coupe la proposée aut 
points de contact de Routes les tangentes qui peuvent li^i être ma* 
nées du point (a , b). 

Si Ton demandait de mener à la courbe (i) une tangente pa** 
rallèle à. une droite donnée par Téquation 

la condition de parallélisme de cette droite avec la droite ^17) se* 
rait exprimée par Tcquation 



à» , à.9 



a 



4-4— =0; (21) 



d'où il suit , en raisonnant comme ci-dessus , que Téquation 

e^t celle dVne courbe qui coupe la proposée aux points de con- 
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DES COURBES PLANES. m 

t^ct de toutes- les tangentes qui peuvent lui être menées parallè-s 
l)ement à la droite (20). 

On peut encore se demander de mener une tangente commune 
ij deux courbes données , ou à deux branches dune même courbe. 
Supposons d*abord qu il soit question de deux courbes données par 
les équations 

5.5ro , ^,=0 ; (23) 

soient (x- yf^ , (x'^ , y^) les points de contact respectifs , sur les 
deux courbes, ce qui donnera d'abord 

^,=0 , S^/.=o ; (24) 

f '\ . . ■ ^ • 

cette tangente commune pouvant être (17) indistinctement expri*. 
mée par Tune ou Tautre équation 

lesquelles reviennent à 

da/ '^"*" d/ ^~ dx' ^'^ dy^ • 
d^''. . dS^\ èS'\ _ • d^\ ^^ 

dx'f ~ dy"^ dx'f ^ dyf ^ * 

il faudra écrire que ces deux équations n'expriment qu'une seule 
et même droite , ce qu on fera en posant la double équation 

d£j^ d^ ^ y K ^'y 

da/ dy_ àx^ dyf . > ^x 

d^-d^.-d£;;,^.. d£^ / ^ ^ 

dx^f dy dx'f ~ dyf-^ 

telles seront donc les deux équations qu'il faudra combiner avec 
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12 DE LA COURBURE 

les équations (^4) , pour obtenir les divers syslctnes cic valeurs des 
coordonnées des deux points de contact (x^y) , (j:^^,/''^). 

S'il s'agissait des tangentes communes à deux branches d'une 
même courbe , il faudrait remplacer «5, et S^ par S ; de sorte qu'en 
diîsignant simplement par (or, ^), (t^ ,xO les deux points de con-r 
tact , les quatre équations à résoudre seraient . ^ - 

a5 is_ ££ ^ . ^y 

' s-Q s'-o — jy_^Èi- Il . (26) 

ïë' 7^ d*' ^ "•" ày^ 



VI. Si l'on suppose les coordonnées rectangulaires , réquation 
de la perpendiculaire menée à la tangente (17) , par son point 
de contact , c'csl-à-dire , de la normale à la courbe en ce point , 
sera 

_ (x-x)— — Cr-70=o ; (27) 

équation dans laquelle , comme dans celle de la tangente , les deux 
constantes x^ , jrf font liées entre elles par la relation (2); cl qui 
conséquemmcnt pourra indistinctement exprimer toutes les norma- 
les à la courbe , si ces deux constantes ne sont liées Tune à Tau-* 
tre par aucune autre condition. 

SI donc on veut particulariser une de ces normales , il faudra 
établir une second relation entre les constantes x^ , ^^'^. On pourra 
donc , en particulier , assujettir la normale à toutes les conditions 
auxquelles nous venons tout à l'heure d'assujettir la tangente. 
Comme cela ne saurait ofirir de difficultés , d'après ce qui précède, 
nous nous bornerons ici à donner les résultats. 

L'équation 
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«st celle d'une courbe qui coupe la courbe (i) aux pieds de tou- 
tes Aes normales qui peuvent lui être menées du point (o , b). 
L'équation 

fst celle cl nne courbe qai coupe la proposée aux pieds de tou- 
tes les normales qui peuvent lui être menées parallèlement à la 
droile (20)* 

Si Ton veul^ mener, aux deux courbes (23) , une normale com- 
mune , les points (x' ^y) , (x'' ^y) , où se terminera la nor- 
* maie sur les deux courbes , seront donnés par les équations (24) , 
combinées avec la double équation 



^ ^ i^ x/— ^W 
àx' dy ^ jy ^^ 

dx" dy* àj" àx^ ^ 



(3o) 



mais s'il s'agit d'une normale commune à deux branches de la 
courbe (1) , les coordonnées des deux extrémités (.r,^), {x^^y) 
de cette normale devront être déterminées par les quatre équations 

dS d5 àS dS 

.5=0 , S'z=.o , -tt: = -TF7= T,c; tô" ' V^*^ 



dS 


AS àS AS 


èx 


Ay __ dr ^ d»*^ 


à» 


~ d5' ~ d5' di' , 


ilx 


Ay' Ay A»' ^ 



VII. Dans tout ce qui précède nous avons tacitement $upposé 
que le point {x' ^y'^ élaît quelconque sur la courbe (1) ; mais ce 
point pourrait être choisi de telle sorte , sur cette courbe , qiie 

dS' d5f ^ 

~ et . ^ fussent tous deux nuls ; ce qui , au surplus , ne sau- 
rait avoir lieu généralement ^ puisque S^ est déjà nulle , et que 
les ii*ois équations 
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as> 



dSf 



•^-^ ' 17' =*> • X7=« ' 



dy 



(3a) 



sont , en gcncral , incômpalîbles. 
Alors rëqualion (4) se réduit à 



dx'd/ 



/• 



/fl 



"4- u 



1.3 



+3 



-r- i^ 
d3.y 

da.'»da,' 



t*u 



1.3.3 



+... 



^ d*'dy» 
+ — u' 



"^ • • • • 



(33) 



Or , si Ton veut ne considérer qu'un fort pclit arc s'éfendant très- 
peu de part et d'aulre de Torlgine des /et w , pour tous les points 
de cet arc , / et n seront de fort petites quantités ; de sorte qu on 
pourra , sans erreur sensible , faire abstraction des termes de plus 
de deux, dimensions* en ^ et <i , dans le second membre de 1 équa- 
tion (33). On peut donc dire que, pour l'arc dont il s'agit, Té- 
quation sera sensiblement 



à'S^ .. . d»5' 

. — r+2 

dx'» do^'dy 






et représentera d'autant plus approximativement l'arc de courbe » 
que cet arc sera plus petit , puisqu'alors les termes négligés en 
auront des valeurs d'autant moindres ; elle exprimera donc rigou- 
rcusement Tare dont il s'agit , lorsqu'il se réduira à l'origine des / 
et u , c'est-à-dire au point (j:', y'). 
Or , l'équation (34) exprime deux droites qui se coupent , deux 
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droites qu! se confondent , ou un simple point , suivant que la fonch* 
tion 

d»5' \» d>5' d»5' 






est positive, nulle ou négative ; donc , dans les mêmes circonstan-- 
ces , la courbe , à Torigine des /et 1/ , se réduira rigoureusement 
k deux droites qui se couperont , à deux droites qu! se confondront 
ou à un simple point ; c'est-à-dire qu'alors le point {x* ^y) sera 
un point d'interseclion ou de contact de deux branches de la^ 
courbe (i) 9 ou un point isolé , lié analytiquement avec elle et 
compris dans son équation. Dans les deux premiers cas , l'équa- 
tion (34) I ou bien , en repassant au système primitif, au moyen 
des formules (5) , Téqualion 

a-^(^— 0-+-^(^-^C^-j^O+,^Cr-/r=o. (36) 

sera Téquation commune aux tangentes aux deux branches de ta 
courbe au point {pc^ >^)» 

On peut remarquer que , dans le cas où les équations (82) sont 
satisfaites , Téquation (8) est immédiatement divisible par f* ; et , 
qu'en ôtant ce diviseur et supposant ensuite /nul, on a , pour 
déterminer M , Téqualion 

à^Sf , d>5' ,^ , d\9 ^ 

^2 — — -- -fl/+ -— i»f'=o ; iZn\ 

de laquelle éliminant M ^ au moyen ^de Téquation (7) , on retombe 
exactement sur Téqualion (34). En conséquence les points d'une-* 
courbe pour lesquels les équations (82) sont satisfaites , sont appe* 
lés des points doubles de cette courbe. 

L'équation «$=d d'une courbe étant donnée; si Ton Teut sa- 
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voir si cette courbe a des points, doubles ^ et en dëtermîaer U 
situation , on éliminera x ei ^ entre les trois équations 

Téqualion résultante , entre quaniués connues , ne pourra être 
qu'absurde ou identique. Uans le premier cas , la courbe n'aura 
aucun point double ; dans le second , elle en. aura un ou plusieurs 
dont les coordonnées seront données par deux quelconques des 
équations (38). Ces coordonnées étant mises ensuite tour à tour 
à la place de a:' et y^ , dans Téquation (36) , on connaîtra ainsi 
les directions des deux tangentes en cbacun de ces points. 

On se comporterait exactement de la même manière si, Téqua- 
tion tS:=o renfermant un ou plusieurs cocfficiens arbitraires, oa 
voulait profiter de leur indélernoînalîon pourlui faire exprimer une 
courbe ayant un ou plusteurs points doubles ; il arriverait seule- 
ment qu'en éliminant .v et y entre les trois équations (38) , Té- 
qualion à laquelle on serait conduit ne serait ni identique ni ab- 
surde ; elle exprimerait la condition à laquelle les constantes ai^- 
bitraires devraient satisfaire pour que de tels points existassent ; 
et , en supposant cette condition satisfaite , le calcul s'ackevcrait 
comme dans le premier cas.. 

VIII. Des considératrons analogues prouvent que , sî le point 
(r^,j') était choisi sur la courbe (i)* de telle sorte que , outre les 
équations (32) , on eût encore celles-ci : 



(39> 



ce qui peut encore mofns avoir lieu gënéralemen>t ; Téquation 
de la courbe, réduite au point (j^'»/') > serait 



d»5' 




d*^' 


à*Sf 




= » 


=sO , 


— s=o : 


da/» 


^^ 7 


da,'dj' ' 


d)'* ' 
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^ (:r_^.+3 -5^, (^-xO-Cr-y)+3 ^, (..-xo 0'-/)'+ ^0--^'=» i (4o) 

ëqualion qui exprime Irois droites qui se coupent , ou bien deux 
droites qui se confondent et une troisième droite qui les coupe t 
ou enfin ^une droite unique et un :point situé sur sa direction » 
suivant que la fonction 

\ dl^' ày^ ix'^ày ' daM^'» y * ( V dx'M^' / dx'^ " do^^d^'* J .| \ da/dy^ ) d^'^' dx'^dy y ^^ ' ^ 

est négative , nulle ou positive ; et qui, en particulier, exprimera 
trois droites qui se confondent » si Ton a « à la fois , 

V dj/'dy / ~ d^^ " dA'dj'» • \ dx^iïy^ ) ~ ly^ * dP^ây ' ^^^^ 

la courbe aura donc , dans les mêmes circonstances , en son .point 
{p^ iX^) » o^ •rois branches qui se couperont., ou deux brancbes 
qui se toucheront et une troisième qui Jes coupera toutes deux -à 
leur point de contact , ou trois :brancbes 'qui se toucheront , o\% 
enfin une branche unique et un point sur sa direction , lié ana-> 
lytiqucment avec elle ; et, comme alors Téquation (8,) devient im« 
' médiatement divisible par /^ , on dit que le point (.r^,^^) est un 
point triple. Les tangentes aux diverses branches de la courbe qui 
passent par ce point soiit d'ailleurs données par Tcquation (4o). 

Veut-on savoir si une courbe donnée 'par Tcquation S^o a des 
points triples, et en déterminer la situationP'Ou bien, cette équa- 
tion contenant des coefTicieus arbitraires , vcul-on profiter de leur 
indétermination pour faire acquérir des points triples à la courbe 
qu elle exprime P Dans Tun comme dans Tautre cas il faudra 
d'abord éliminer x et ;^ entre les «îx -équations 

Tom. XXI. a 
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^=0 ; 
d7— ^ ' 1^-^. ' } (43) 

iVS d»5 d*5 

.- — so , -——=0 , ^— =0 ; 

d*» à^dy d/» 



^il en résultera quatre équallous, soit entre quantités connues, soU 
entre les coefficiens arbitraires. Dans le premier cas, il ny aura 
des points triples qu'aulant que ces équations seront toutes qua- 
tre identiques ; dans le second , si les coefficiens arbitraires ne 
sont pas eu inoindre nombre que celles de ces équations qui ne 
seront pas identiques d'elles-mêmes , ces équations exprimeront les 
relations cherchées. Dans tous les cas , deux quelconques des équa* 
Aions (43) feront connaître les coordonnées des points iriples;. et 
la substitution des valeurs de ces coordonnées , à la place de x^ 
^\ y' , dans Téquation (4o)i fera connaître les tangentes aux diver- 
ses branches de la courbe qui se couperont en ces différens points. 
On voit aisément par là ce qu'il y aurait à dire sur la recher- 
che des points quadruples , et , en général , sur la recherche des points 
multiples , d'un ordre <le multiplicité quelconque, 

IX. Pour qu une courbe *S,=:=:o passe par le point (x^ ,y^ , il faut 
.qu'on ait S\-=.o. Si Ton veut en outre que cette courbe ait , en 
ce point (.r',^'), la même tangente que la courbe (i) en ce point ; 
pn voit (6) qu'il suffira pour cela qu'on ait 

àS\ , àS* d5^ . d5' ,.,. 

d^^ =^47 / ly W ' ^^*^ 

/ étant une constante quelconque, 
ponc 5 en particulier , Tcq^ation 
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est , quelle qae soit la constante C , Téquation d'un cercle qui ,- 
non seulement passe , comme la courbe (i) , par Torigine des t 
et u , c'eal-à-dîre , par le point (^^,jrO » naais qui a , en outre , 
en ce point , même tangente que cette courbe ; et qui a consc- 
quemment son centre sur la normale à cette même courbe, en 
ce point. Un tel cercle est dit tangent à la courbe (i) au point 
(x',/') ; d'où Ton voit , à cause de Tindéterminalion de C, qu'une 
courbe a , en« chacun de ses points , une infinité de cercles qui 
lui sont tangens , et qui ont tous leurs centres sur la normale en 
ce point. Il est d'ailleurs manifeste qu'un cercle tangent à une 
eourbe , en un quelconque de ses points , peut être considéré comme 
ayant avec cette courbe deux points communs qui se confondent 
en un seul. Il peut avoir d'ailleurs avec la courbe un plus ou 
un moins grand nombre d'autres points communs. 

Ces derniers seront évidemment donnés par le système des équa- 
tions (4) et (45) dans lesquelles il faudra considérer / et i/ comme 
les deux inconnues d'un même problème déterminé. On pourra , au 
surplus , dans cette recherche , remplacer l'équation (4) par quelle 
combinaison on voudra de l'une et de l'autre , par kur différence ,. 
par exemple, qui est 



(46) 



Cherchons à déterminer la constante C de telle sorte qu'un tro!^ 
sièmc point , commun aux deux courbes , vienne se confondre avec 
les deux premiers , à l'origine des ^ et i/ , c'est-à-dire , en (.r',^)/ 
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Four cela remarquons d'abord qu'on peut toujours profiter de Tin-^ 
détermination de C pour amener ce troisième point à être aussi 
yoisin d^ Torigine des t et u qu'on le voudra , et qu'alors on 
pourra sensiblement , dans la recherche de ce même point , ne* 
%\i^cr les termes de dimensions plus élevées en ^ et « , vts-à-yîs 
de« termes de dimensions moindres , c'est-à-dire t romplaeer le^ 
^nations (4') Ot (46) par les deux suivantes ; 



dS' , éSf 



(47)« 



or , en éliminant de la seconde , au moyen de la première , unt 
quelconque des coordonnées ^ et i/ « Taulre disparait d'elle-même « 
€l il vient 

f à9 \y d»5' jv , / d5' y/ d>S' J\ àS^ aS' d«5' 

[ éy Ad^^^'V^KT^ )\1P^-^^ 

4'où on tire 

r i£ V ^ ^ i£L ^ d«5 . r d5^ Y ££ 



donc , plus C approchera de cette yalear et plus aussi le troisième 
point commun approchera de se confondre avec les deux autres ; 
il so confondra donc rigoureusement avec eux , lorsque C ^ura exac- 
tement cette valeur. 

Remarquons présentement que Téqualion (45) peut être écrite 
comme il ^uit t 
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4« sorte que le cercle qu'elle exprime a. respectiyefiieat , poiu: k» 
«M>rdonoée$ de sou cea^tre et pour aoa rayon , 

J!_ ^ L ^ JL ^/f ^^ V ( ^^' Y 

en mettant donc pour C sa yateur , et repassant au système pri« 
miiîf , au moyen des formules (5) , le cçrcle dont trois points se 
confondent avec trois points de la courbe en ( x^ tjr' ) , aura , 
pour les coordonnées de son centre , 



irsjc'— 



da/ 1 V àx' J \ dy / s 



r=^y- 



r ^9 Y à^9 dS' ^Sf d^^ / dS' Y d«^ « 

\dp' J 1^ ^ d^ ây dx'dy •"\ d^ / d^ 

dSf\/ dSf Y , / àS y> 
dy K àx' j^"V dy ; î 



.(5o) 



dV V d'i' 



l uy j 



d*^ 



d6' d6' d».$>^ 
dV 



d*îy' \> d'i' î 



dy d^'dy "^ V, d^ / dy» 



et pour son rayon 



'"c^;)" 



i(gy+(^) 



.it 



d«^ 
d^ 



d's ds' d^9 , / ££^ Y d^y 
"^ "^ "^ "^y "*" \ db7 y ly^ 



(50 



do,' d^^ dxM/' 



Ce cercle es;t ce qu'on appelle le cercle 0seulaieur de la courbe ^u . 
point (^^i^'^) ; son centre et son rayon sont dits le centre et le 
rayon de courbure de cette même courbe , en ee même point. 
Kous allqps voir tq^t à Theure \jl rai.spn de ce^ ^^nominations. 

^^ Poftf abr^^r ^ déarigqoQf par A U ^upp<ï membre de J'^ 
«^«^.4;wM <4> 9 ei par IV ce que devient ce second mcmli^re » Iprs<t 
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qu'on y change rcspeclivemcnt / et m en ^ et i/' ; sî (i\u^) est 
un point de la courbe (4) i de sorle qu'on ait fl'-=o , Téquation 
de la normale menée, par ce même point, à la courbe fl = o 
sera (27) 



'"C-O-^C-"')-, 



du' 



àl> 



(52) 



les deux constantes /' et 1/' ëiant liées entre elles par Téquatioja 
fl' = o, c'est-à-dire , par Téqualion. 






dS 



d«5' 



+ — «^'+2 — — 



/'i/ 



+ 



dny 
dy* 



ce • qui donne 



0^9 






i.a 



^ dx'dy* 

■r. i'^ ,i 
-4- u'' 



i.a.3 



+. 



"T"» • • • 

+ l;(5a) 

■ • • • • 



dn' 

dCif 
dî7 



iy ^\^ dy ^ ix'dy' J^ l.a\ dy^ ^ d7/dy ^ da/*dy )~ * 



an moyen de quoi réfiu**io»k.(.«;i) dé. la normale au point (^, «') 
4f yiendr» 
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îd^^V d/' d*'dy /^ i.aVd/î ^ da-'dy» ^da/%' /^ )<.'—'; f 

}=?o.(54) 

Si Ton veul avoir Tintersechon de celte normale avec celle qui 
passe par l'origine des / et i/, c'esl-a-dire , par le point (j^^,^^) , 
•il faudra considérer i et u comme les deux inconnues d'un même 
:prol)lème déterminé, tant dans Téquation (54) que dans Téqua- 
lion de la normale a Torigine des t et u ^ qui est (2.7) 

mais, si le point (i\u^) est supposé très-voisin de Toriginc dfcft 
i et il , on pourra , sans erreur sensible , remplacer , dans cette 
recherche , Téquation (54) par Téquation plus simple 

I d-7+C dF" + 5l^i/'7l('-''>-! d^+(dT^'+ d;%^"0^ ' <56> 

• îel même remplacer cette dernière par telle combinaison-qu'on eA 
voudra faire avec l'autre , de manière à n en pas élever le de^rc ; 
par leur différence, par exemple, qui est 



f" — / 3>.S^ \ / d«5^ à*S \ 

\ d/» ^ "*" do/dy / \ dx^^ ' "^ dï^ " / 

~ i d^' V dî^ " da%/ V S ' < d~+ \^ d^^ "^ dl^ ^ ; J " 



. (57) 



^Sî Ton résout les ileux équations (55) el (Sy) , paï» rapport k t eï 
Xi , et que , dans les numérateurs des valeurs de ces deux iacon^ 
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nues , on nëglîgc les termes de deux dimensions en /' cl u\ TÎi- 

a-vis de ceux qui n'en ont qu'une seule » il viendra 



i=- 









!/=•- 



\"d7' d]7»'"^ dx'd^' ) ^\ÂJ d5^^~^d^' 51^7 /" 

d>^ V ày "117 " / . . 

/ uô' d-y d^ d»y \ ^ X dy d»i' d5> d»y > , ' 

\ Ty dl»^ "" Z7 dl^ A "" \ clI7 d^ *" dp da'd^' ^ '^ 

telles seront donc , approximallyemènt , les coordonnées de Tin* 
tersection des deux normales , et d'autant plus approximativement 
que le point (/"", i/^) sera plus voisin de Torigine des /et u\ c'est- 
à-dire , d'autant plus approximativement que V ^ ul seront plus 
petits. 

Mais , dans cette hypothèse , l'ëquation (53) se réduit sensible-» 
ment à 

I^^'+d^''-^' (59) 

en emplopnt dont celte dernière équation â chasser des formu^ 
les (S7) l'une quelconque des coordonnées ^V et u' , l'autre dis- 
paraîtra d'elle-même , et l'on obtiendra ainsi des formutesqui con- 
viendront rigoureusement au cas où le point ( /^ , u^) se confond 
avec l'origine des / et i/ , puisque les 'coordonnées de ce point 
(<',«') n'y figureront plus. Or , on retombe ainsi de nouveau sur 
les formules (5o) qui donnent les coordonnées du centre de cour- 
bure; d'où résulte ce théorème : 

Si une normale mobile marche vers une rtormale fxe , leur posni 
d intersection nmtchera sur cette dernière , de manière à s arrêter iJk^ 



(58) 
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centre de courbure qui lui répond , lorsque la seconde normale aura 
atteint la première. 

XI. Ce throrcme nous met en mesure de donner une idée beau- 
coup plus claire de ce que nous avons nommé cercle osculateur , 
centre et rayon de courbure d'une courbe, en chacun de ^es poîiils. 

Suit d'abord un polygone plan reclîlîgne ouvert quelconque 

ABCD , sur la convexité duquel soit appliqué un fil , fixé 

par une extrémité à son dernier sommet , et venant se terminer 
en A par son autre extrémîïé. Concevons qu'on développe ce fil , 
sans lui faire quitter le* plan du polygone; son extrémité mobile 
décrira d'abord , dans le supplément de l'angle B , un arc de cer- 
cle ayant le point B pour centre et le côté BA. pour rayon ; 
mais , du moment que ce fil aura pris la direction du prolon- 
gement de CB , toute sa portion d'abord couchée le long de ce 
côté s'en détachera à la fois ; de sorte que le premier arc décrit 
^e prolongera , dans le supplément de l'angle C , suivant un sc- 
jcond arc ayant le sommet C pour centre et CB-(-BA pour rayon. 
On voit qu'en continuant ainsi le développement , dans le même 
sens, Tcxtrémité mobile du fil décrira, sur le plan du polygone , 
une courbe composée d'une suite d'arcs de cercles , ayant succès* 
sivement pour centres les difTérens sommets du polygone , et des 
rayons croissant subitement d'un arc à Tautre d'une quantité égale 
k la longueur d'un coté du polygone ; et ces arcs seront consé- 
cutivement tangena les uns aux autres ,* puisque le point commuti 
i deux arcs consécutifs quelconque sera constamment sur le pro- 
longement d'un côté du polygone; c'est-à-dire, sur la droite qui 
joindra leurs centres. Un tel système d'arcs forme ce qu'on ai>. 
|>elle une anse de panier. 

.Les rayons de ces arcs étant ainsi continuellement croissans , du 

premier au dernier, si on prolonge Tun deux , de part et d'au^ 

Ire de ^s points de contact avec les deux qui le comprennent , 

il enveloppera celui des deux dont le rayon sera plus petit que 
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le sien , et sera , au coiilraîre , enveloppé par celui dont le rayon 
sera plus grand. 

Ceci suppose , au surplus , que le polygone générateur de l'anse 
de panier est conVexe , dans toute sa longueur ; car , dans le cas 
contraire , suivant la manière dont s'exécuterait le développement 
du fil , le rayon de certains arcs pourrait être , à la fois , tantôt 
plus grand et tantôt plus petit que les rayons des arcs qui les 
comprendaient ; de sorte que de tels arcs , prolongés de part et d'au* 
tre , tantôt envelopperaient à la fois ces deux-là et tantôt en seraient 
à la fois enveloppés. 

Si Ton conçoit présentement que les côtés du polynôme devien- 
nent de plus en plus petits , de plus en plus nombreux et de 
moins en moins inclinés les uns aux autres , les arcs de cercles , 
dont se composera Tansc de panier , deviendront eux-mêmes de 
plus en plus petits et plus nombreux et de rayons de moins en 
moins différens. 

Si , enfin , on remplace le polygone par une courbe continue , la** 
quelle peut être considérée comme un polygone d'une infinité de 
côtés infiniment petits et infiniment peu inclinés les uns aux au- 
tres , Tanse de panier deviendra également une courbe continue , 
composée d'une infinité d'arcs de cercles infiniment petits , dont 
les rayons croîtront ou décroîtront par degré insensibles , et dont 
les centres seront les différens points de la courbe d'abord envelop- 
pée par le fil ; les tangentes à cette dernière courbe seront tou- 
tes normales à l'autre ; le point de contact de l'une quelconque 
sera lé centre de l'arc infiniment petit de l'autre qui répondra au 
pied de la normale , et la distance entrç ces deux points sera le 
rayon de cet arc. 

Réciproquemment , une courbe continue étant tracée sur vm 
plan , si on mène les normales de tous ses points , toutes ces 
normales seront tangentes à une seconde courbe qui sera évidem- 
ment celle qu'il faudrait prendre pour base de développement d'un 
fil dont l'extrémité mobile devrait décrire la première* Chacun des 
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points de la seconde courbe sera le centre de Tun des arcs de cercles 
infiniment petits dont la première pourra être réputée Tassemblage ; 
cet arc se trouvant situé à Tinlersection' de la première courbe 
avec la tangente menée à la seconde par ce même point ; et la 
longueur de cette tangente , terminée à ces deux points « sera le 
rayon de cet arc. 

Ainsi y eh résumé , toute courbe donnée peut être considérée 
comme composée d'arcs de cercles infiniment petits , de rayons 
continuellement croissans ou décroissans , se touchant consécuti- 
vement ; le cercle dont un quelconque de ces arcs fait partie , et 
qui a évidemment même courbure que cet arc lui-même , est ce 
que nous avons appelé le cercle osculateur de la courbe en ce 
-point ; et Ton voit qu'en général il doit toucher et couper à la 
•courbe « c'est-à-dire quil doit Tenvelopper d'une part et en être , 
au contraire » enveloppé de Tautre. Le centre de ce cercle qui 
est , en même temps , le centre de courbure de la courbe en ce 
même point , n'est autre que le point de contact de la normale 
en ce point avec la courbe à laquelle toutes les normales sont 
tangentes ; courbe qui est dite la déyeloppée de la proposée , et 
qui est évidemment le lieu géométrique des centres de courbure 
de tous ses points ; enfin son rayon de courbure , en un point 
quelconque , n'est autre que la normale qui répond à ce point , 
terminée à son point de contact avec la développée» 

Dans les points où la courbure de la courbe après avoir cru , 
commence â décroître , c'est-a-dire ^ dans les points oii cette cour- 
bure est maximum , et , par suite , le rayon de courbure minimum , 
le cercle osculateur est évidemment enveloppé par la courbe , de 
part et d'autre du point de contact ; mais dans les points où , au 
contraire , cette courbure est minimum , et » par suite , le rayon de 
courbure maximum , c'est au contraire le cercle osculateur qui 
enveloppe la courbe de part et d'autre du point de contact ; de 
sorte que, dans l'un comme dans l'autre cas., le cercle osculateur 
touche la. courbe sans la couper» 
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On peut encore envisager la chose sous un autre point de vue 
qui conduit exactement aux mêmes conséquences. 

.Soit M Tua quelconque des points d'une courbe plann , par lequel 
soit menée à celte* courbe une normale indéfinie. De Tun quel- 
conque C d«s points de celte normale pris pour centre , et avec 
la dislance CM pour rayon , soit décrit un cercle ; ce cercle aura 
évidemment, au point M, même tangente que la courbe; et, pour 
cette raison , on dira qu'il lui est tangent eu ce point ; d'où Ton 
voit , à cause de Tindétermination du point C sur la normale, qu'une 
courbe peut avoir, en chacun de ses points , une infinité de cer- 
cles qui lui. soient tangens en ce point , lesquels , comme Ton voit , 
ont tous leur centre sur la normale à la courbe au même point. 

De tous les cerles qui touchent la proposée en M, ne consi»- 
dérons que la série de ceux qui ont leur centre du côté de la con^ 
cavité de certe courbe , et qui ont conscquemment leur courbure 
dans le même sens que la sienne. On pourra toujours , pour Tun 
d'eux , prendre le point C assez voisin du point M pour que ce 
cercle , du moins dans le voisinage du point de contact , soit^ 
de part et d'autre de ce point , enveloppé par la courbe. On 
pourra toujours , au contraire , pour un autre cercle , éloigner asr- 
sez le point C du point M pour que , de part et d'autre du point 
de contact , ce soit le cercle qui enveloppe la courbe. 

Si l'on conçoit ensuite que Ton fasse marcher le point C , sur 
•la normale , entre ces deux positions , on devra rencontrer une 
position intermédiaire pour laquelle le cercle tangent aura , à la 
fois , une courbure plus grande que celle de la courbe d'un côté 
du point M, mais moindre que la courbure de cette courbe de 
l'autre côté de ce point. Un tel cercle tangent sera donc enveloppé 
par la courbe , d'un côté du point de contact , tandis qu'au con* 
traire ce sera lui qui l'enveloppera de l'autre côté de ce pomt ; il 
sera donc , à la fois , tangent et sécant à la courbure au point M , 
et sera conséquemment le cercle osculaleur de cette courbe en ce 
point. Son centre et son rayon en seront donc, pour le mêmfc 
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point M,'* le centre elle rayon de^ courbure de la courbe en ce 
point. S#n centre sera donc le point de la développée correspon- 
dant au point M ; et Ton voit même que ceci offrirait , au besoin « 
-un moyen graphique de déterminer , à peu près , tant de points 
^ju'on voudrait de la développée d'une courbe proposée. 

Mais les choses ne se passeraient plus de la sorte si le point M 
était choisi sur la courbe , de manière qu'en ce point sa courbure 
fût meurimum ou minimum. Alors , dans la série des cercles dout 
Il vient d'être question , on passerait , sans intermédiaire , d'un cercle 
enveloppé par la courbe des deux c6tés du point de contact à un autre 
cercle qui Tenvelopperait , au contraire , de part et d'autre de cb 
point ; et la position du point C sur la normale où la transition 
aurait lieu serait alors le centre de courbure du point correspond 
dant de la courbe proposée.' 

Dans Te cas particulier où le point M serait un point'd'inflexion , 
il est visible que le centre de courbure devrait être porté sur la 
normale à une distance infinie, de part ou d'autre de ce point; 
de sorte que la normale à un point d'inflexion d une courbe esrt 
une asymptote de sa développée qui a ainsi au moins deux fois 
autant de branches infinies que cette courbe a de points d'inflexion. 

XII. On voit, d'après ce qui précède, que, si Ton veut dé- 
terminer quels sont les points de la courbe (i) pour lesquels le 
rayon de courbure a une longueur donnée r , il ne s'agira que 
de considérer x' et jr* dans les équations (4) et (5i) , comme 
les deux inconnues d'un- même problème déterminé. On peut dire, 
en conséquence , que l'équation 

est celle d'une courbe qui coupe la proposée (i) aux points pour 
lesquels son rayon de courbure est égal à r. 
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La formule (5i) prouve d'ailleurs que , aux points d^inflextOD de)a 
courbe (i ) , pour lesquels les équations (i3) sont toutes trois satisfai- 
*1es , le rayon de courbure devient infini ; de sorte qu'alors le cercle 
osculatcur se confond avec la tangente. On voit aussi que la for* 
mule (5i) est en défaut pour tous les points où les deux coeffi- 

cieus différentiels — et — sont nuls ; et on ne doit pas en être 

surpris , puisqu'alors il peut passer par le point (x^ ,y) au moins 
'deux branches de la courbe, dont chacune doit avoir son rayon 
de courbure. Ce rayon r doit donc alors être donné par une équa- 
tion d'un degré supérieur au premier, équation que Ton obtiens 
drait facilement par rappltcation des principes qui nous ont cons- 
tamment dirigés dans tout ce qui jM^écède , mais à la poursuite de 
laquelle nous ne nous arrêterons pas. 

En éliniinant x^ ei^' entre Téquation (2) et les équations (5o) 
du centre de courbure du point («^«jT')» Téquation résultante 
en X et jr sera celle du lieu des centras de courbure de tous les 
points de la courbe (i) , c'est-à-^dire , Téquation de la développée 
de cette courbe. Au surplus , il revient au même et il est plus 
simple de dire que Téquation de la développée de la courbe (i) 
est le résultat de rélimination de x* et jrf entre Téquation (2) et 
la double équation 

àS^ / àS^V d>5^ _ â» ^ d»y i / £^ \ ^ 

dy y df J dôT^ ^ dP âf da^'dr' \ d^ y d/' 



a;^^x^ /•"/' 



\ d«/ / ■*" V dr* / 



(61) 



Veut-on savoir enfin quels sont les points de courbe (i) pour 
lesquels la courbure de celte courbe est maxirtfum ou minimum ? 
La question se réduira à rendre Tun ou Tautre la fonction r des 
deux variables a:' et ^^ , liées entre elles par la rel^rtion (2) ; i\ 
faudra donc , suivant ce qui a été expliqué ( tom. XX , pag. 33 7 
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égaler d'abord k zéro la ranatîon de la valeur (5i) de r, prise 
à la fois par rapport à ces deax Tarîabies , ce qai donnera , eh 
* supprimant les acceos qui , dans cette rencontre ^ ne sont d'au- 
cune utilité , 

\\ Ax J d*» àm ày àxày ^\ àx / d/» J( d* d*» ~\ ày ~ &x -^ J àxày ~ Ay Ay' "^ \ 

(V,d* /^'^ d/> S^\d*dr J d*» d^^^d» ^ Ay ■" ) 

KàS W / AS yn/" AS \ A^S , , as /" as . ^S \ AiS 

J^)-^\âp)\1\.-â;) d?*^-*-d7ld7*^-^d7*^JdI^ 

^ Ax\ Ax Ay -^jAxAy* ^\ Ax ) Ay^ ^S 

tttais Téquation (i) donne - 

dS , , d5 , 

ce qui fait d'abord disparaître la seconde partie du premier mem-« 
bre de la précédente ; substituant dans Téquation restante la va- 
leur de Jlr ou de iy tirée de cette -dernière , Tautre variation en 
disparaîtra aussi , et Ton obtiendra , pour solution du problème , 

3^ —( — ^jL.^ J!!£. \_ —( ^ ^ ^^ i'^ \; 

f dj \ do? d:ç> ^ dy dxd/ / d* ^ 4r 4r* ^ dxdjr /^ 

(/d^Y^*'^_ d£_ d£^ J^ . r d£Yil£^ 
IV dy / 1^ ^ d7 dy dadjr "• 1^ dx j dy» ^ 

■"a d« j """V^ dy / W V 4r / dxJ do; d/» da;*dy "* V, do; / d/ dxdy> l dj y ây^ \ ' ^ ^^ 
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c'esl-à-dîre que celte équation est celle d'une courbe qui coupe 
la proposée (i) aux points où sa courbure est m^jr/mi/m ou mînir 
mum. Ayant délerminé , par la combinaison de celle équation avec 
Tcquation (i) , les coordonnées des points pour lesquels celle cîr* 
ronstance a lieu, la substitution des valeurs de ces coordonnées, 
pour x^ et y , dans la formule (Si) , fera connaître la grandeur 
du rayon de courbure eu ces poinis. 

. XIII. En négligeant , dans Téquation (4), les termes déplus 
d'une dimension en /et u , nous sommes parvenus à l'équation 
(6) de la tangente à la courbe (i) , au point ( X'\yy de cette 
courbe. On pourrait , pour plus de précision , -ne rejeter , dafis celle 
équation (4) « que les termes de plus de deux dimensions en i 
et fi 9 ce <}ui conduirait à Téquation 



^=â7'+7î7"+Kdir.'+^â;;^^^+^ (63) 



qui appartient conséquemment à celle de toutes les lignes du se- 
cond ordre qui passent par l'origine des f et £/ qui se moule le 
plus exactement sur la courbe (i) , en ce point. A cause de cette 
propriété , une telle courbe est dite VoscuIiUrice du second ordn 
de la proposée a^i point où elle la touche. En raisonnant comnHî 
nous l'avons fait pour la tangente que , par analogie , on pourrak 
appeler oscutatrice du premier ordre ^ oh s'assurera facilement qu'en 
général Tosculatrice du second ordre d'une courbe , en l'un de 
ses points y touche et coupe ik la fols cette courbe en ce point* 

En repassant au système rectangulaire , au moyen des formu- 
les (5) , on pourra dire que l'équation de l'osculatrice du second 
ordre de la courbe (i) ^ en un quelconque («^' îJK' ) ^^ ses points, 
est 
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ë:(-'r+||</-^)-+' ;^(--0(/-^+^^(--0+"f,O'-r)=o- (64) 

On voit , au surplus , que , sî le point {x^ , y ) ctaît un point dou- 
ble , cette osculatrîce se réduirait à deux droites ou à un point ; 
et que, si ce même point {x\y) était un point d'inflexion , 
l'osculalrice ne serait autre que la tangente en ce point. 

On pourrait aussi ne supprimer , dans l'équation (4) , que les ter- 
mes de plus de trois dimensions en / et i/ , et Ton obtiendrait 
ainsi ce qu'on appelle Vosculairice du troisième ordre de la propo- 
sée , en un quelconque de ses points , c'est-à-dire, celle de tou- 
tes les courbes du troisième ordre qui , en ce point , se moule le 
plus exactement sur cette courbe en ce point , et de laquelle on 
prouverait que , dans le voisinage du point de contact , elle 
est toute située d'un même côté de la proposée , qu'elle touche 
ainsi sans la couper. On voit aisément par là ce que seraient les 
osculatrices des ordres supérieurs , lesquelles couperaient et touche^ 
raient , à la fois , la proposée , ou bien seraient entièrement situées 
d'un même côté de cette courbe , suivant qu'elles seraient d'ua 
ordre pair ou d'un ordre impair. 

XIV. Les formules auxquelles nous sommes parvenus dans tout 
ce qui précède sont un peu plus compliquées que celles qu'on emploie 
communément à la résolution des diverses questions que nous avons 
traitées ; mais , outre qu'elles en sont aussi plus symétriques, leur 
apparente complication en rend l'application plus facile. En ne sup- 
posant pas , en effet , que, l'équation proposée soit résolue par rap- 
port à une des deux coordonnés x et^, il sera toujours permis 
de supposer que S est une fonction rationnelle et entière de ces 
deux coordonnées ; ce qui rendra les divers coefficiens différen- 
tiels très-faciles à obtenir. Au surplus , rien ne sera -plus aisé que 
de revenir de nos formules aux formules ordinaires ;'il ne s'agira 
Tom. XXL 5 
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pour cela que d'y changer d'abord respectivement — , — ^ , 



en 






dx, dx* 

, d'y poser ensuite 



d^S 
d^ ' ■' 

. — =0 , et d'y faire enfin tous les autres coefHciens différentiels 
dy 

nuls. 

XV. Terminons en appliquant c^s généralités à la ligne du se- 
cond ordre donnée par l'équation * 

^ar»4-i?r'+2Ca7-f 2Z)x+2£>-+J'«=o . (a) 
On aura d'abord , pour le point ( x^ ,/*' ) , 

Ja;^*J^By*+2.Cxy+2Dx''-{-iiEjr/^F=o , (b) 
et de là 



^ =.2(Ja:^+Cjr^+D) , ^ ^^(By+Cx^+E) , 



dn9 

dn.'» 

dK9 
dx'3 



= ^A , 



= , 






(c) 



d^Sf 
dx^'df 



= , 



dx'dy 



=0 , 



d^S' 



=0 



Cela posé, la formule (17) donnera , pour l'équation de la tan- 
gente en { ^' ^y ) f 

(j,r'-\- Cy+D)(x^.v')+(By+Cx'+E)(jr^y)=o , 
ou bien 

Ax^x + Byr+C(^ty+y^x)+Dx+Ey=Axf^BYf^+!iCxy+Dx^+Ey , 
ou , en ajoutant l'équation (b) et réduisant , 
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(Àx'+CxJ^D)x'{-(By^Ca/^E)j^+(Dx^'{'Ey+r)^o . (d) 

La formule (19) donne pour Téqualion de la corde de contnct 
de l'angle cîrconscrîl à la courbe (a) , ayant son sommet eu {ii ^ l' j , 
en ayant égard à Téquation (a) , 

{Àa'{'Cb+D)x+(Bb^Ca+E)x+(Da+Eb+F)=o .. (e) 

La formule (22) montre que si , à la courbe (a) , on mène deux 
tangentes parallèles à une droite ayant pour équation 

la droite qui joindra les deux tangentes aura pour équation 

(aJ^bC)x+{bB'\'aC)jr+(aD+bE)=^o • (f) 

Si Ton reut mener une tangente commune à deux branches de 
la courbe (a) , on aura (26) , pour déterminer les deux points 
de contact f outre les équations (a) et (b) , la double équation 

Ax'+Cy+D By^+Cx'+E Ax^^+Bf'+^Ca/y+Dx'+Ef ' 

laquelle deyienl simplement , au mojon des équations (a) et (b) , 

Ax+Cy+D _ By+Cx+E _ Dx+Ey+F 
Ax^+Cy'+D ~ Bf+Cx'+E ~ Da,'+%'+i^ ' 

tirant de cette double équation les valeurs de x^ et y pour les 
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subslitucr dans Téqualion (b) , et ayant égard à l'éqaation (a) ; 
on trouvera pour la courLe qui coupe ta proposée aux points x>ù 
elle est touchée par des tangentes communes à deux de ses branches ^ 

B{Jx+Cr+Dy^2C(Ax+Cr+DXBy+Cx+E)+A(BY+Cx+E)=zo ; (g) 

équation qui appartient aux deux asymptotes si la courbe est* une 
hyperbole , et qui n'exprime rien dans le cas contraire. Les asymp- 
totes d'une hyperbole sont , eh effet , des tangentes communes à 
ses deux branches. 

La formule (27) donne , pour Téquation de la normale à la 
courbe (a), par Je point {^'9X^)9 pris sur cette courbe, 

(By+C3:^^E)(x—x^-^(Js^+Cy+D)(x'-r)=o ; (h) 

les deux constantes x^ ,y érant liées entre elles par la relation (b). 
D'après la formule (28) , féqualion 

(57+Cx+^(a:-a)-(^x+Cr+2))(^-i)=o , (i) 

est celle d'une courbe coupant la courbe (a) aux pieds de toutes 
les normales qui peuvent lui être menées par le point ( /i , 6 ) de 
son plan ; et comme cette équation du second degré n'est point , 
en général , susceptible d'abaissement , il s'ensuit que , de l'un 
quelconque des points du plan d'une ligne du second ordre , on 
peut , généralement parlant , abaisser jusqu'à quatre normales à 
cet le courbe. 

La formule (29) donne l'équation 

(bA—aC)X'^(aB'--bC)x+(bD^aE)^o , (k) 

pour celle d*une droite qui coupe la courbe (a) aux pieds de tou- 
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tes les normales qui peuvent l^i ê(re menées parallèlement à une 
droite donnée par Téquation 

ces normales sont donc au nombre de deux seulement. 

D*après la formule (3i) , si Ton veut mener une normale com- 
mune à deux branches de la courbe (a) , on aura , pour détermî- 
ïier les deux points (^i^) » {^^ ^X') ^^ cette courbe oà elle 
se termine , outre les équations (a) et (b) , la double équation 

. Jx'+Cy+D ~ Bf+Cx'+E ~ a/(/(>r/+Cx'+£>- y(//x'+Cjr/+i>) ' 

entre laquelle et Téqualion (b), éliminant x* et y^ , et ayant égard 
à Téquation (a) » on obtiendra pour solution du problème Téqua* 
lion 

{By^CxJ^E){A{Ax'i^Cx^D)J^C{Bx^^Cx^E)) ] 

^{Ax^Cx+D){B{By^Cx^E)J^C{Ax^Cx^D)} \ 

équation que Ton reconnaîtra facilement pour celle des deux di<i-» 
mètres principaux de la courbe (a) ; lesquels sont , en effet , les' 
deux seules normales communes à deux branches de cette courbe. 
Les formules (82) et (35) montrent que, pour que la courbe (a) 
ait des poinis doubles , il faut qu'on ait à la fois 

^a:+C/4.D=o , By-k-Cx^E^o ; (m) 

mais Téquation (a) pouvant être écrite ainsi , 

les deux autres la réduisent simplement à. 
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éliminant donc x el jr entre ces trois ëqaalions , on trourcra » 
pour la condition qui fait acquérir des points doubles à la courbe (a) , 

D(BD^CJE)+f:(JE-CDy^F{0—JB)zzQ ; (n) 

cette équation étant supposée satisfaite , les points doubles seront 
donnés par les équations (m) ; d'où Ton voit qu'il n-y en aurji 
jamais plus d'un. Il y aura d'ailleurs , en ce point , deux bran- 
ches de courbe qui se couperont ou se toucheront , ou bien ce 
point sera tout à fait isolé (35) suivant que la quantité 

C—JB . 

sera positive , nulle ou négative. On reconnaît , en efiet , que les 
équations (m) sont celles du centre de la courbe (a) et que la 
condition (n) est celle qui exprime que cette courbe se réduit à 
son centre ou à deux droites qui se coupent en ce point. Quant 
aux points triples , il est visible qu'une ligne du second ordre 
n'en saurait offrir.^ 

Les formules (5o) donnent pour les équations du centre de cour- 
bure de la courbe (a) , en un quelconque ( jt' , ^ ) de ses points , 



X^X^' 



( ^x'+ Cy'+ D) { (y4x'+ Cyf+Dy+{By ^+ Ca'+£)»} 



A{Bf+Cx^+Ey'^2C(Ax^+Cf+DXBy^+Cx'+E)+B(Axf+CY'+Dy 



r=r'- (By^+Cx'+E)[(Ax'+CY^+Dy+{By+Cx^+Ey} 

•^ -^ J{Byf+Cx'+Ey^2C{Ax^+fyf+DXB:)f+Cx'+E)+B{Axf+Çyf+Dy 

et pour son rayon de courbure en ( «J: , ^ ) , 
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{(Jxf+Cy+Dy^(BfJi'Cx'+E)^Y ^^ 



À(BY'+Cxf+E)'—2C(Àx'+Cy+DXBY^+Cx'+E)+B{Ax^+ Cf+Dy ' 

sur quoi on peul remarquer que le dénominateur commun à ces 
formules revient à 

B(BD^CF)+£(JE—CD)+F(C—JJS) 

^(C^JJS)(Jx''+Bf'+2Cxy+2Dx^+iîEf^ F) ., 

donl la dernière ligne s'évanouît en ver lu de Téquation (b) ; de 
sorte que les coordonnées du centre de courbure de la courbe (a) 
au point { ^^ 9 y ) *ont simplement 



(o) 



*~^ J)(BB~'CE)+E(AE—CD)-^F{0-'AB) 

^~^ D{BD—CE)^E(^AE—CD)+F{0—AB) ' 

et son rayon de coarbure au même point , 

'^^ J){BV—CE)+E(ym—CD)-^F(C'-'^B) ' ^^^ 

y 

Nous ne nous occuperons pas de la recherche de la développée 
de la courbe (a) dont Téquation serait probablement fort com- 
pliquée. Nous remarquerons seulement que , pour la courbe (a) , 
Téquatîon (62) de la courbe qui en coupe une autre proposée aux 
points où la courbure de celte courbe est maximum ou minimum , 
a son second membre nul ; et , comme son premier membre est 
le produit de deux facteurs , on peut y satisfaire en ég,'>Unt Tun 
ou Tautre de ces facteurs à zéro. On trouve alors , par les subs- 
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tiludons, ou rcqualîon (l) commune aux deux axes de la courbe 
ou Téquahon (g) commune à ses deux asymptotes , si toutefois 
celle courbe est une byperbole. 

Quant à Tosculalrîce du second ordre de la courbe (a), il est 
manifeste qu'en chacun de ses points cette osculatrice n'est autre 
que la courbe elle-même. 



QUESTlOl^S PROPOSEES. 

Problème de Géométrie. 

XJES deux dérivées relatives à :r et^ de Téquation d*une courbe 
quelconque , égalées à la fois à zéro , déterminent , sur son plan , 
un certain nombre de points ; lesquels , lorsque la courbe est une 
ligne du second ordre , se réduisent à un point unique qui eu 
est le centre. 

Quelles sont , dans les autres cas , les propriétés les plus remar* 
quables de ces sortes de points? 
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AlVALYSE ALGEBRIQUE. 

De V élimination entre un nombre quelconque 
d'équations de degrés quelconques ; 

Par M. Gergonne. 
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V-fN sait que , pour transformer des tables de logaritïiiïies , cal- 
culées pour une certaine base, en tables de logarithmes relatîre» 
à une autre base , il suffit de diviser tous les logarithmes des tables 
données par le logarithme de la nouvelle base , pris dans ces mê- 
mes tables. Mais celui - là serait bien maladroit qui , ayant à exé^ 
cuter une pareille transformation , ferait effectivement autant dé 
divisions que les tables données contiendraient de logarithmes ; il 
est incomparablement plus court et plus commode de diviser Funilé 
une fois pour tout , par le logarithme de la nouvelle base , pris 
dans les tables données , et de multiplier ensuite fous les loga^ 
rithmes de ces mêmes tables par le quotient obtenu. On pourrait 
même en formant, à l'avance , une table des produits de ce quo^ 
tient , par les neuf premiers non^bres naturels , réduire tout le trâ^ 
yail à de simples additions. 

C'est à peu près de cette manière qu^cn agirent les habiles calcula- 
teurs , dans tous les cas analogues; ils évitent avec grand, soin le^s 
divisions et extractions de racines qu'ils remplacent , autant qu'ils 
le peuvent , par des multiplications et des formations de puissan* 
ces ; et tel est , en particulier , un d;es principaux avantages qu'on 
retire , dans la pratique , du développement des fonctions en sé- 
rieSr Ils poussent même Tattentfon jusqu'à éviter les soustraction» 

Tom. XXI, i/' août i83a. 6 
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que , au moyen de ce qu'on appelle compUmens arithmétiques , ils 
parviennent à remplacer par dus additions. 

Parmi les recherches dans lesquelles la division est employée ; 
une des plus ingrates , à raison des diverses préparations que le 
plus souvent elle nécessite , est sans doute celle du plus grand 
commun diviseur entre deux polynômes proposés. Or , comme Tob- 
serve M. Bcrard , géomètre distingué de Briançon^ dans une note 
qu'il nous a transmise il y a quelque temps, ici , comme en beau- 
coup d'autres rencontres , la multiplication peut suppléer à la di- 
vision. Chercher, en effet , le plus grand commun diviseur , en-^ 
tre deux polynômes P et -P^ , fonctions rationnelles et entières de 
X , c'est , en d'autres' termes, chercher l'équation du degré le plus 
élevé en x qui puisse vérifier à la fois les deux équations -Pc=o , 
P^z=:o. Pour la découvrir , M. Bcrard combine celles-là entre elles 
par multiplication et addition , de manière à rabaisser le degré de 
l'une et de l'autre successivement d'une, de deux, de trois , ..., 
unités, jusqu'à ce qu'il soit parvenu à deux équations identique- 
ment les mêmes, ou ne diffèrent au plus Tune de l'autre que par 
un facteur indépendant de x. En supposant que , privées de ce 
f'icteur , elle se réduisent toutes deux à D=o , cette dernière 
sera évidemment l'équation du degré le plus élevé qui puisse vé- 
rifier à la fois les deux premières , d'où il suit que le polynôme 
D sera le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes 
P et P\ 

Pour faire de ce procédé une application dont Vutilité puisse 
être facilement comprise , ]M. Bérard suppose qu'ayant à résou- 
dre l'équation 

.r7+5.r«-f6x5— 6a;*— i5z'3_3:r'+8x-{-4=o , (i) 

on veuille , avant tout, mettre en évidence ses racines égales, si 
toutefois elle en a de telles. On sait que ,. s'il en est ainsi , la 
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clërivée de son premier membre doit être nulle , et que le plus 
grand commun diviseur, entre ce premier membre et sa fonction 
dérivée , doit contenir tous les facteurs égaux de la proposée , ex- 
cepté un de chaque sorte ; égalant donc celte dérivée à zéro , ce 
qui donnera 

7a'«4-3oar*+-3oar*— 24:r»-.45ar*— 6x+8=o ; (2) 

il s'agira , en premier lîeu , de trouver l'équation du degré le 
plus élevé qui vérifie à la fois les équations (i) et (2). 

Pour cela , soit prise la somme de leurs produits respectifs par 
•4-7 et — x , il en résultera cette nouvelle équation du sixième 
degré qui pourra remplacer celle du septième dans la recherche 
de leurs racines communes 

5a:«-f 120:5— i8x»—6oar5—i 5j;"+48x+ 28=0 ; (3) 

de sorte que nous n'aurons plus à considérer que deux équations 
du sixième degré seulement. 

Prenant, tour à tour , la somme des produits respectifs des équa- 
tions (2) et (3) , d'abord par +5 et —7 , puis par —7 et +2, 
en divisant la première des équations résultantes par 6 et la se- 
conde par 3j: *, il viendra 

iijr5+46^'*+5oar* — 20:t' — 6i.r — 26=0 , (4) 
i3a:'-f-62a:*-{-82j;'— iGjt* — gSo: — 4^=0 ; (5) 

équations qui ne sont plus que du cinquième degré seulement , 
et qui peuvent , comme les équations (2) et (3) , remplacer les 
deux proposées dans la recherche de leurs racines communes. 

Prenant enfin , tour à tour , la somme des produits respectifs 
de ces deux dernières , d'abord par — 13 et +11 , puis par -j-23 
et — >i3 , en divisant la première des équations résultantes par 84 
et la seconde par 84^ > il viendra également 
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a:*-j-3ar'+:f'— 3x— 2=0 ; (6) 

C€tle dernière équation vérifie donc , à elle seule , les proposées 
(i) et (2); son premier membre est donc le plus grand commun 
diviseur des Icurs^ 

Veut-on savoir sî celte dernière équation (6) n'a pas elle-même 
des racines égales? Il faudra pareillement égaler à zéro la dérivée 
dp son premier oicmbre ; ce qui donnera 

4a;5+9ar*+2a:-3==o , (7) 

et cherclier quelle est Téquation du degré le plus élevé qui vé- 
rifie à la fois les équations (6) et (7). 

Soit prise d'abord la somme de leurs produits respectifs par -f-4 
^t «— >r ; on obtiendra cette seconde équation du troisième degré 

3a:'+2x' — gx— 8=0 . (8) 

Prenant , tour à tour , la somme des produits respectifs des équa« 
lions (7) et (8) , d'abord par +3 et —4 » puis par -|-8 et— 3, 
il 4^ieivdra, en divisant par a: , la dernière des équations résultantes , 

i9J:*+42Jr+23=o , (9) 

23ar'-f66a:-f-43=o ; (iq) 

4iquatlons qui nù sont plus que du second degré seulement. 

Prenant enfin , tour 4 tour, la sommp des produits respectifs 
de CCS dernières, d'abord par —23 pt -f-ïQ, puis par -|-43 et 
— 23 , et divisant la première des deux équations résulta^fiteç par 
288 et la seconde par 288a: , }l viendra également 

07+1=0 ; (11) 

cette équation vérifie donc , à elle seule , les proposées (6) et (7) ; 
son premier membre est donc le plus gran4 commun diviseur de$ 
leurs. 
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Donc ,* suivant la théorie connue des racines égales , le pre- 
mier membre de Téquation (6) est divisible par (x+i)* ; et, en 
^et , en exécutant la division , on trouve que cette équation re- 
yient à 

(j?«+a:^2)(ar+iy=o ; (12) 

donc aussi , suivant la même théorie , il y a , dans le premier 
membre de la proposée (i) , deux facteurs égaux à ar*-J-ar — 2 et 
trois facteurs égaux à x+ 1 , et , comme elle n'est que du septième 
degré seulement , elle doit revenir à 

(jtH^— ^)Xt+0^=o ; (i3) 

comme on s'en assure , en effet , par le développement. 

Voilà donc que , par des multiplications et additions extrêmement 
simples et faciles , nous sommes parvenus à mettre en évidence 
les racines égales d'une équation proposée du septième degré , et 
Ton reconnaît Ici le procédé d'élimination donné par Euler , dans 
le deuxième volume de son Inlroduction au calcul différentiel (^ chap. 
XIX ) , procédé fort élégant et fort commode et qui nous paraît 
hicn préférable à la méthode d élimination par le plus grand com* 
mun dîv4seur , où , par une inconcevable antinomie , on remplace 
à dessein , par des divisions , ce qui se peut faire si simplement par 
des mullipllcations ; méthode dont nous ne pensons pas que ja- 
mais aucun calculateur tant soit peu exercé 6e soit jamais avisé de 
et servir pour son propre usage , et qui n'est, de la sorte , qu'une 
méthode de pure spéculation « une méthode d'apparat « uniquement 
réservées pour les examens publics (*). 

*■ * I I » t ■ I ■ M II ■ , 

(^) J'ai va un temps ou cette méthode d*éliininalîon était tellement en 
laveur que les examens des aspirans aux écoles des services publics ne rou- 
laient , pour ainsi dire , que sur elle ; on était admis ou rejeté suivant 
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Avant d'examiner plus en détail , et de chercher à réduire à sa 
juste valeur la critique plus ou moins vive qu'on a faite , dans 
divers ouvrages élémentaire , de la méthode d'élimination d'EuIer , 
et les motifs de la préférence accordée à celle qui se fonde sur 
la recherche du plus grand commun diviseur , remarquons d'ahord 
que le procédé de M. Bérard pourrait être facilement étendu à la 
recherche du plus grand commun diviseur entre trois ou un plu$ 
grand nombre de polynômes. 

Pour en donner un seul exemple , supposons qu'on ait unique- 
ment- intérêt à savoir si l'équation (i) n'a pas quelques racines 
triples; il est connu que, si elle a de telles racines, elles doi- 
vent se trouver , non seulement dans Téquation (2) , mais encore 
dans Téquation qu'on obtient en égalant à zéro la dérivée du pre- 
mier membre de celte dernière ; ce qui donnera , en divisant par 6 9 

7:r^-4-25x*+2oar* — 120:^ — i5x — 1 = ; (i4) 

de sorte que la question se trouvera amenée à assigner le plus 
grand commun diviseur entre les premiers membres des équations 
(i) j (2), (i4) ) ou, ce qui revient au même 1 l'éqaatioa duden 
gré le plus élevé qui les vérifient toutes trois. 

D'abord , en opérant sur les équations (i) et (2) , comme nous 
l'avons fait ci-dessus , on en conclura l'équation (3) qui , dans la 
recherche qui nous occupe , pourra ainsi remplacer la première ; 
de sorte que la question se trouvera réduite à assigner l'équation 
du degré le plus élevé qui vérifie à la fois les équations (2) » 

(3) . («4). 



qu*on la possédait bien ou mal. Un pea avant , ç*avait été le toar de la dis^ 
cussion des lignes du second ordre , par la résolutioB efliectire de leur équa* 
tien , c'est-à-dire , par la méthode de Chézy ; méthode qui refuse le service 
dès le troisième degré , et que néanmoins on persiste encore aujcurd^hui 4 
offrir comme modèle. 



Digitized by 



Google 



DE L'ÉLIMINATION- 47 

D'abord , en retranchant de Téquation (2) le prodalt dt Téqua^ 
lion (i4) > par x , il Tient 

Sjr'-f-ioo:* — 120:^ — 3oar*— 5a:+8=o ; (i5) 

en prenant ensuite la somme des produits respectifs des équations 
(3) et (i4) par — 7 et +5 , il vient 

4i:r'+226jr*4-36oar'+3oa:* — 34ix— 196=0 ; (16) 

de sorte que nous n'ayons plus à considérer que les trois équations 
du cinquième degré (i4) . ('5) , (16). 

Prenant, tour à tour, la somme des produits respectifs de ces 
trois dernières, d'abord par +720, — 557 et —55, ensuite par 
•^-i3o8 , *— i33i et —61 , puis enfin par -4-3708 , —-2599 et 
i*— 125 (*) , en divisant la première des équations résultantes par 
12 9 la seconde par 120: et la troisième par 12:1;* , il viendra 

i07:r'+535a;'+895^+467=:o , (17) 

467^'+i68ijr«+i867a:+653=o , (18) 

653x^+32o5j;*-|'So25:r-4-2477=o ; (19) 

équations qui ne sont plus que du troisième degré , et qui , dans 
la recherche qui nous occupe , peuvent remplacer les équations 

(») . (2) . ('4). 

Prenant enfin , tour à tour , la somme des produits respectifs 
de ces /rois dernières, d'abord par +665o7 » +^070 et — ii663 , 
ensuite par +121 725 , +6652 et — 3470^ , puis enfin par 
+223437 , +21938 et —47909 » ^^ divisant la première des 
équations résultantes par 2868228 , la seconde par 2868228a; et 



(•) On verra plus loin comment s^e forment ces multiplicateurs. 
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la troisième par 2868228:^' , il viendra ëgalement x-f^iaso; d*où 
on conclura que x+i est le seul facteur iriple du premier mem-r 
bre de l'équation (i), comme nous l'ayions déjà trouvé» 

Revenons présentement à réllmination , et remarquons , en pre- 
mier lieu , que , quelles que soient deux équations algébriques 
en X , entre lesquelles on se propose d'éliminer cette lettre , et 
que nous supposons d'ailleurs ne renfermer ni radicaux ni déno- 
minateurs , Il est toujours permis de les supposer du même degré ^ 
par rapport à cette même lettre ; puisque , dans le cas où elles se« 
raient de degrés inégaux , on pourrait toujours les amener à élra 
du même degré , en multipliant la moins élevée des deux par 
une puissance convenable de x. C'est donc fort inutilement , i 
ce qu'il nous parait , que Euler , dans l'endroit cité , a cru de- 
voir considérer , tour à tour , des équations du même degré et 
des équations de degrés diSerens. 

Soient donc les deux équations d'un même degré quelconque 

^^- +J,x'-"'\r^^ar-'+ +-Car'+^^.. x+J^=o , 

JB^x- +B,x^"+B,x-'^ + +B^.^-+B^,,x+B^=o ; 

le problème de rélimlnation consiste à déduire de ces éïquatfons v 
I,® une équation de relation entre les coefliciens de leurs différens 
termes ; 2.^ une valeur rationnelle de x fonction de ces coeffî- 
elens. 

Remarquons bien que le mécanisme du calcul étant tout à falr 
indépendant de ce que représentent les symboles sur lesquels oa 
l'exécute , le problème se résoudra toujours de la même manière 
quels que soient les coefficiens des deux proposées. Si ces coefli- 
ciens sont de& quantités déterminées , l'équation de relation entre 
eux exprimera la condition nécessaire pour que ces deux équa- 
tions puissent être satisfaites par une même valeur de x qui sera 
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|n*écisëiDent la valeur qa on obtiendra pour celte inconnue. Si ces 
coefficiens sont, des fonctions quelconques d*une autre inconnue 
•jr « l'équation de relation entre eux sera ce qu on appelle , dans 
la théorie de réliminalion , t équation finale en y ^ et alors la va- 
leur de X sera exprimée en fonction de cette dernière inconnue. 
On pourrait d^ailleurs supposer que ces coefficiens sont fonctions 
d'un plus grand nombre de variables. 

Ces. choses ainsi entendues , soit prise , tour à tour, la somme 
des produits respectifs de ces deux équations , d'abord par --*-J?o ^^ 
-|->^o , puis par +iî«, et ^^A^ (*) , et divisant la dernière dos 
deux équations résultantes par x , et posant , pour abréger , . 



AJB^.^^^A^.^B^:=^C„^r , A^B^^'^A^B^r=iC^^^ , 

A^B^^'^A^B^TsC^ , 
on aura 

C,x^-'+C,x^''+C,x-''+.....^C^.,x'+e„.,x^C„=o ; 



Ç^ Si les coelBcktas A» et B^ où les coefficiens Am et 'Bm , ou les uns et 
les autres avaient un diviseur commun, il suffirait de multiplier parles quo- 
tiens obtenus en les divisant par ce diviseur \ le calcul s'en trouverait d'ai^* 
tant simplifié. 
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équations qui ne sont plus que du (m — i)'""' degré sculcmcnl par 
rapport à x. Par Tapplication réitérée du même procédé on par- 
viendra successivement à des couples d'équations de degrés de 
moins en moins élevés ; de sorte qu*oa arrivera finalement à deux 
équations du premier degré en x , desquelles on déduira d*abord 
la valeur de x , sous deux formes différentes , égalant ensuite en- 
tre elles les deux valeurs ainsi obtenues , Téqualion résultante sera 
Téquation de relation demandée , et conséquemment Téquation fi* 
nale en ^, si les coefficiens sont des fonctions de cette autre iii>- 
connue. 

Si., par Teffet de rabaissement successif des équation» , par rap- 
port à a: , ou parvenait à deux équations d'un certain degré qui 
fussent exactement les mêmes, on en. conclurait que leur premier 
membre est facteur des premiers membres des proposées. Ce fac- 
teur , égalé à zéro , donnerait donc des solutions in'dc terminées du 
problème , et , pour en 'avoir les solutions déterminées « il fau«> 
drait délivrer les premiers membres des propo;5ées de leur fac- 
teur commun , et opérer sur les équations résultantes comme il 
a été dit ci-dessus. 

Si, pour quelqu'une des valeurs de y, déduites de Téquation 
finale , les valeurs de x devenaient toutes deux indéterminées , il 
serait facile d'en conclure que les deux équations du premier de- 
gré en X ont Tune et l'autre un facteur commun , fonction de^, 
que cette valeur rend nul , et qui satisfait ainsi aux deux propo- 
sées, quel que soit x. Si enfin en cberchant à rabaisser le degré 
des proposées par rapport à :r , on tombait sur quelque équation 
absurde , on en conclurait que ces proposées sont incompatibles , 
Qt qu'ainsi le problème qui y a conduit est impossible. 

Tel est , au fond , le procédé d'élimination expose par Euler , 
dans Tendroit cité ; on a dit de ce procédé : i.^ quil ne faisait 
pas voir comment deux équations avaient lieu en même temps , 
taudis que rien ne semble plus propre à exprimer analytiqucment 
cette circonstance que de combiner ces équations entre elles' ^ 
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comme cqualîons d'un même problème ; 2.^ qu*!l ne donnait au- 
cune lumière sur les relations en Ire les valeurs de l'inconnue res- 
tée dans rëqua lion finale et les valeurs correspondantes de Tin- 
connue éliminée ; et Ton voit qu*au contraire , il donne Texpres- 
sion de cette dernière en fonction de Tautre sous deux formes dif- 
férentes; 3.® enfin qu il conduisait à une équation finale d'un de* 
gré trop élevé , et nous ' conviendrons qii'à défaut de certaines 
précautions, il en serait réellement ainsi ; mais, outre qu'on en 
peut dire autant de la méthode d'élimination par le plus grand 
commun diviseur , nou3 allons faire voir, qmil est très^aisé ici d'évi- 
ter cet incénvénient , et qu'en outre , en rattachant la recherche 
pour chaque degré aux résultats obtenus pour le degré immédia- 
tement inférieur , le calcul s'exécute sans qu'on ait , pour ainsi 
dire, d'autre peine que celle d'écrire (*). 

Venons présentement aux cas particuliers dans lesquels nous 
supposerons constamment qpe les coefiîcicns sont des fonctions ra- 
tionnelles et entières de ^ , des degrés marqués par leurs indices 
respectifs. 

Premier Degrés 
Soient/ le» deux proposées du premier degré ^ 

B^x^B,z=zo 

(*) En gâtant un peu le procédé d'élimination d*£uler , c'est-à-dire , n'at- 
taquant constamment les équations que par la gauche , ce qui dctruiraîi 
toute la symétrie des calculs , on le ferait exactement revenir . pour le fond , 
à celui du plus grand commun diviseur , sur lequel pourtant il conserverait 
eiu>ore Tavantage d'une forme plus commode. On pourrait aussi n'attaquer 
constamment les 'équations que par la droite; on obtiendrait ainsi une nou«* 
vellc équation finale dont le plus grand commun diviseur , avec l'éqvatioa 
déduite de l'autre procédé, serait la véritable équation finale déli\rée dd 
Mai facteur étranger. 
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elles donnent immédiatement 

d*où résulte Tëquation en ^ , du premier degré, 

A^B,^A,B^^Q . (3) 

Si les proposées étaient 

Ciar+C.=JO , du 2.™* degré , 
C.r+C,=:o , du 3.°*V degré , 
on aurait , pour la double valeur de j: , 

€t Téquatlon en jr serait 

C/~C.C,=o ; (6) 

équation qui ne s'élève qu'au quatrième degré seulement. 

Deuxième Degré. 
Soient les deux proposées du deuxième degré ; 

B^x^+B,x^B^—o ; ^ 

si Ton prend , tour à tour , la somme de leurs produits respec- 
tifs , d'abord par — jP© ^* +^o » puis par 4-iî, et — -^, ; en di- 
yisant par x la dernière des équations résultantes , et posant , pour 
abréger , 
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J.B.'^A.B.^C,, A^B—A^B^^C^, A,B^^A^B,=C,; (8) 

on retombera précisément sur les équations (4) ; d*où il suit qu'on 
obtiendra la double râleur de x de Téquation, en ^ , en substi- 
tuant les valeurs (8) dans les formules (5) et (6) ; on aura donc 
ainsi , pour la double yaleur de x , 

et pour' r«quation en _^ • 

équation du quatrième deg;ré , et qui s'abaisserait au deuxième si 
B^ était nul , c'est-à-dire , si la dernière des équations (7) n*é* 
tait que du premier degré ,. puisqu'alors tous les termes reslans 
de l'équation (10) seraient divisibles par A^» 
Si les proposées étaient 



C,x^+C^x+C^=o , du 3."« degré , 
C^x*+C^xJ^-C^=o , du 5.~ degré , 

la double valeur de x deviendrait 



(") 



«t l'équation eu j serait 

ou bien , en développant et ordonnant par rapport a C, 
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équation qui ne s'élève qu du douzième degré seulement , et en- 
core voîl-on que si xC^C,-*iC,(7^ était divisible 'par C, j que si 
Von avait , par exemple , . 

C.C,-C.C,s=-C,D, , (.4) 

tous ses termes étant alors divisibles par C^ , elle deviendraFt 

^i'-(^.^4+2C.C,)C,-4.C.C/+C/C,-C.C,Z),z=ro ; (i5> 

de manière qu'elle ne s'élèverait plus qu'au neuvième degré. 

Troisième Degré. 
Soient les deux proposées , du troisième degré , 

('6) 

si Ton prend , tour k tour , I9 somme de leur» produits respec- 
tifs , d'abord par —B„ et •\-A^ , puis par -f-^, et — A y ; en diti- 
sant par x la dernière des équations résultantes , et posant, pour 
abréger , 



('7) 



d'où 

C,C,-C. C^^AoB.^A, BoX^. B — y^, B.y^A.B.^A, BoXA,B,^A, B.) ; 

OU I en développant , réduisant et décomposant , 
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elle* deTÎcndront prëcîsémenl les ëqaa lions (ii) , avec la condi- 
tion (i4); d'où il suit qu'on obtiendra la double valeur dexet 
l'cqualion en/, en substituant les valeurï(i7) dans les formu- 
les (12) et (i5) ; on aura ainsi, poiir la double valeur de s , 

iyi^B,'-A,B,XAB,—A, B,)^yiJi,^J, B^X^oB^—J, B,) ' 

_ {AoB.—A, BXA B.-A, B^y-i^^B, -A, Bo)(^ . B. ~^, B.) ' 
*" iA^.-Ai B„y(A, B,-A, B.)-(^B?^^' ^«)» ' 

et pour l'équation en / ' 

iA,B,-A,B,y 

• [{AoB^-A, B,XAi B,^A, B.)+a(^.B.— ^. B,X^. B,-^, B.) K//,B,-.</, B.) 

+(.Y.B,-^. B.X^ B,-->^, B.)»+(>^. B, -A, B.X^^.B.-.^. B.)« 

-KB.-^.B.X^.B.-^.B,X^,B,-^, B.)==o , 



(»9) 



qui ne s'élcve qu'au neuvième degrë , comme cela doit être. 

SI Ton suppose i?, nul, c'est-à-dire, si Ton suppose que la der-*^ 
nîère des équations (16) n'est que du second degrë , tous les fer- 
mes restans, dans Téquation (19) , £e trouvant divisibles par^^r 
cette équation ne s'élèvera plus qu'au sixième degré seulement. 
Si, ensuite, ou suppose que J?, est nul aussi , c'est-à-dire, si 
Ton^uppose que la dernière des équations (16) n'est que du pre- 
mier degré , tous les termes restans dans la nouvelle équation se- 
ront encore divisibles par y/, , de sorte qu elle ne s'élèvera plus 
«alors qu'eau troisième degré* 

Si les proposées étaient 
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C,x'+C,x»+ C,j:+C^ = o , du 4.»« degré , 
C^.r'+C,:r'+C4j;4-C, = o , du j."» degré , 

la double valcuij de x deviendrait 



(20) 



jr=. 



- (c.c,-c.6;xc,c,-c,c»)-(c.c,-tv) 



(2.) 



cl rcfqualion en y. serait 

OU bien , en développant et ordonnant par rapport à C ^ , 
C/--(C,C,+C.C.+3C,r,)C/+(C,C,.+3C,(:,C,+3C.C.C,+C,.r.)C,i 

-C.C,{(C.C,-C,C,)— (CC,-C.C,XC.C,-C.C,)}=o ; 

équation qui ne s'élève qu'au vingt-quatrième degré seulement > 
et encore \oit-on que , si chacun des trois binômes , 

était divisible par C^ , que si Ton avait , par exemple > ^ 



(22) 
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S? 



C.C.-C.C,=-C,T), , C,C,-C,C,=-C,D,, C.r,-.C,C.=-C,D, , (,3) 

Ions ses termes étant alors divisibles par C^* , elle deviendrait 
simplement 

C,*-(C, n, +2C,C, +3C.C,)C/+(C.C,'+3C.C. ^, +3C. c, '',+r,«c,)c, 

+{3C.»c,'-a(C.c,r..+c.'C,r,^-(c,c,HC.'c,^-KC.r.+c.r,xc.c.-c,c,)) 
~{ c.(r/- a':, c,)D .-(C. c, r. + c. c, <:,)D,+c/c.'-2C. c,)P, } 

-C.C,(D/-P,D,)=o ; 
de manière qu'elle ne s'élcverail plus qu'au seizième degré. 

Quatrième Degré, 
. Soient encore les deux proposées du quatrième degré 

sî Ton prend , tour autour , la somme de leurs produits respectifs, 
d'abord par —£„ et +^o • pu'S par -{-B^ et — B^ ; en di- 
visant par X la dernière des équations résultantes , et posant , 
pour abréger 



(25) 



J„B,—A,B^=C, , A,B^—A^B^—C 



7 » 



A^B^—J^B^^C^ , A^B^^A^B,—C^ , 
A,B,^A,B,z=zC^ , A,B^^A^B,=^B, , 
A^B^ — A^B^r=C^ , 

A,B,-'AtB,^D^, A,Bi'A^B,=D^, A,B,-A,B^=Bf', 

d'oiÀ résulte 

Tom. XXL 8 



(a6) 



(24) 
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C.<:,-C,C.=(.^oB.-.<B.X^.B,-^,B,)-(.^.B,-^,B.X-^.B,-^,B.) ; 
Ott , en développant , réduisant et décomposant , 

C,C,-C,C,^^(J„B,^J,B,)(J,B,^^,B^)=-C^D^ ; 

elles deviendront précisément les équations (20) , avec les condi- 
tions (2.3) ; on obtiendra donc la double valeur de x et Téqua- 
tion en jr en mettant les valeurs (26) dans les formules (21) et 
(2/^) ; et Ton voit que Téquation en ^ ne sera que du seizième 
degré seulement. 

A l'exemple d'Eulcr , nous ne pousserons pas plus loin ces 
recberches qui n*exigcnt , comme on le voit, que la peine d'écrire. 
Eu comparant notre marche à la sienne , on verra aisément 
combien il aurait pu s'épargner de calculs. 

Comme Téqualion en^se complique de plus en plus , à mesure 
que le degré des proposées devient plus élevé , il en devient d'autant 
plus facile aussi .qu'il s'y glisse des erreurs ; et c'est un molîf pour 
désirer d'obtenir , sur les diverses conditions auxquelles cette 
équation doit satisfaire , quelques lumières qui puissent aider à 
découvrir les méprises qu'on aurait pu commettre en T-écrivant. 
C'est un sujet sur lequel nous nous arrêterons d'autant plus ve- 
lonticrs que les auteurs d'élémcns ne s'en sont guère occupés , 
bien qu'il soit d'une assez haute importance pour qui aspire i 
exécuter sûrement des calculs ' tant soit peu compliqués. 
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Reprenons donc les deux écjualions générales : 

-Bo^-+iî.j- '+^..r— + +^_x«+5„..ar+P«=o ; ) 

la première remarque qui se présente est qu'en y changeant A 
en jB et i? en ^ , on a toujours le même problème à résoudre ; 
d*où il suit évidemment que Téquation en^ doit être de telle forme 
qu'on y puisse impunément opérer une semblable permutation* 
Ces deux équations peuvent être écrites comme il suit: 

^- a )'+^" o)"'*^" ( 7 r+--+^. ( z )'+-'. (i )+^.=o . 

or, il revient évidemment au même d'éliminer or entre les équa** 
tîons (a) , ou d'éliminer — entre les équations ((5) ; donc le ré- 
sultat de la première des deux éliminations doit être tel que les 
coeflîciens également distants des extrêmes , dans les équations (a) , 
y jouent exactement le même rôle , de manière à pouvoir y être 
permutés entre eux sans qu'il en résulte aucun changement ; ce 
qui revient à dire , en d'autres termes , que l'équation en ^ doit 
être telle qu'on y puisse impunément remplacer simultanément les 
indices de ^ et B par leurs complémens à m. 

Si , dans les équations (ai) on suppose que x représente un 
nombre purement abstrait, cela ne devra rien changer à la forme 
de l'équation finale , où cette lettre n'entre plus ; mais alors tous 
les coefficiens , sous peine d'absurdité , devront être homogènes ; 
de telle sorte que si , par exemple , j4^ représente une longueur 
et Bf, un intervalle de temps , tous les coefficieus de la première 



(^) 
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équation exprimeront des longueurs , cl tous ceux de la seconde 
des intervalles de temps ; donc aussi , sous peine d'absurdilé , il 
faudra que tous les termes de Téqualion en^ soient de mêmes dimen- 
sions , soit en A soit en B ; à plus forte raison celle équalion 
sera-t-elle homogène par rapport aux lettres qui la composeront (*), 

Supposons prcscntemont que , dans les équations (a) , .r soit 
le symbole d'une longueur , et que A^ et B^ soient des symboles 
de nombres abstraits ; il faudra alors , sous peine d'absurdilc , 
que chacun des autres coefliciens exprime un produit d'autant 
de longueurs qu'il y a d'unités dans son indice ; d'où il suit que 
l'cqualion en ^ devra , sous peine d'une pareille absurdité , être 
homogène , non seulement par rapport à ses lettres , comme 
nous venons tout à l'iieure de le remarquer , mais aussi par 
rapport aux indices de ces mêmes lettres dont la somme devra 
ainsi être la même dans chacun de leurs termes. 

Quant aux deux valeurs de x , fonctions des coefliciens , 
les mêmes considéralions prouvent qu'elles devront être telles , 
i.« qu'elles restent les mêmes en y changeant les A en B cl 
les B en A ^ sans loucher aux indices; 2.** qu'en y remplaçant 
chaque indice par son complément à m , leur numérateur se 
change en leur dénominateur, cl vice ç'ersu\ 3.** que ce numé- 
rateur et ce dénominateur soient des polynômes homogènes , tant 
par rapport aux lettres que par rapport aux indices de ces let- 
tres ; 4-^ qu'enfin les numérateurs soient , par rapport aux lettres , 



(^) C*est flans cette vue qae nous avons donné aux premiers termes de 
nos e'quations des coefTicicns , qu*autrcment nous aurions bien pu , sans 
leur rien faire perdre de leur généralité, supposer égaux à r«nité. Nous 
en usons constamment de môme, dans tous les c<is analogues, et notam- 
ment lorsqu^il s'agit d'exprimer une courbe et une surface par une équation 
entre ses coordonnées. 
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de mêmes dimensions que les dénominateurs , et , par rapport aux 
indices , d'une dimension supérieure d'une unité (*). 

Telles sont donc les conditions générales les plus remar* 
quables auxquelles doivent satisfaire , dans tous les cas , tant 
Téquation qui résultera de l'élimination de x entre^ les deux 
proposées , que les valeurs de celte inconnue , fonctions des coef- 
ficiens de ces équations. Ce sont là tout autant de points de 
reconnaissance à Taide desquels il sera bien difficile qu'une 
erreur de calcul puisse passer sans être aperçue. A la vérité » 
des résultats pourraient bien, en toute rigueur ^ satisfaire à ces 
diverses conditions sans être exacts; mais, à coup sûr, ceux qui 
manqueraient de satisfaire à une seule d'entre elles ne le seraient 
pas. 

Nous terminerons par montrer brièvement comment, le procédé- 
d'élimination d'Euler pourrait être facilement étendu à un nom- 
bre quclconqiie d'équations entre un pareil nombre d'inconnues; 
soient les trois équations d'un même degré quelconque en x 

^^x^+A,x-'^+J,x-'^+ +^^,.x-+^^.,+J^=o , 



(^) Beaucoup de gens , parmi ceux-là même qui passent pour habiles , 
pourront trouver tout ceci inintelligible si , même , ils ne le trouvent pas 
inepte ; cela prouvera seulement que , s'ils ont pousse l'art assez loin , ils 
ne possèdent pas encore la science. Ils invoqueront peut-être contre la loi des 
homogènes, sur laquelle nous nous appuyons ici, Tautorité de M. Legendre 
qui a remarque', dans ses Élemens de ge'oméirîe , qu'au moyca d'unités ar- 
bitraires, toute quantité' concrète c'tait réductible à un nombre abstrait, ce 
qui est très-vrai ; mais , outre qu'en ces matières , l'autorité ne saurait élre 
d'aucun poids , M. Legendre sait mieux que personne à quoi se rédui- 
raient ses élégantes démonstrations par l'algorithme fonctionnel , si la lo 
des homogènes n'était point admise. 
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C,^-+^.^'""+^a^"*+ + <?... jr^+^«-i^+^.=o ; 

dans lesquelles ont peut supposer , si Ton veut^ que les coef- 
ficiens sont des fonctions rationnelles et entières de deux autres 
Inconnues ^ et z des degrés marqués par leurs indices respectifs. 
Le problème de rëllmlnafion consiste ici à déduire de ces trois 
équations , en les combinant entre elles , d'une manière conve* 
nable, i.* une valeur rationnelle de x, fonction de leurs coef- 
ficiens , c'est-à-dire, fonctions des deux autres Inconnues^ et z\ 
2.^ deux équations de relation entre ces mêmes coefTicIens , c'est- 
à-dire , entre a: et ^ seulement ; car, dès lors , le problème se trouve 
ramené au cas de deux équations entre deux Inconnues , c'est-à- 
dire , au cas qui nous a occupé jusqu'Ici. 

On prescrit ordinairement , pour cela , de combiner , tour à tour, 
une quelconque des équations proposées avec chacune des deur 
autres , comme nous l'avons fait dans tout ce qui précède ; et Ton 
a soin d'observer aussitôt que le double emploi que l'on fait ar- 
bitrairement de l'une des trois équations , et le défaut de symétrie 
qui en résulte , a pour effet inévitable d'élever le degré des équa- 
tions résultantes plus que ne le comporte la nature du problème* 

Mais c*est bien gratuitement que l'on fait un double emploi de 
l'une des équations proposées ; on peut très-aisément parvenir au 
but en les traitant toutes trois de la même manière ; et on a même 
alors l'avantage de rabaisser leur degré de deux unités à chaque 
opération nouvelle. Si , en effet , on prend , tour à tour , la somme 
de leurs produits respectif 

!.• par B.C^B.C^ , C^A,—C,À^ , A^B,^A,B^ , 
2.« par B^C^-B^C^ , C^J^^C^A^ , A^B^^A^B^ , 
3.- par B^.,C^—B^C^., , C-.^.-C^... , ^.^^B^-A^B^, ; 
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en divisant la seconde des équations résultantes par x et la troi^ 
«îèine par x^ , elles prendront aussitôt la forme 

D,:r-+/)^ar-»4- +2).ar+/)«+.=0 ; 

I>^.a;-'+i).^.a;* »+ +i).^..a:+ A...=o , 

A. .x" '+^«1^" *+ +A«..^+A«..=o ; 

en opérant de la même manière sur celles-ci , on en déduira trois 
autres du (111—4)'*"^ degré en j: , et ainsi de suite ; de sorte 
que , si les proposées sont de degré impair , on tombera finalement 
sur trois équations du premier degré , desquelles on déduira la 
valeur de or sous trois formes différentes qui, égalées entre elles, 
donneront en outre la double équation demandée en y et z. 

Si les proposées sont de degrés pairs , le même calcul conduira 
à trois équations où x n'entrera plus qu'au second degré seu^ 
lÊment. Soient ces trois équations 

iP'/:r*+Q"x+7l"«o ; 
«Tabord , en prenant la somme de leurs produits respectifs par 

00 obtiendra cette première équation , en ^ et z seulement , 

pq'R"^PWQ,"-\^ RP'Q'f—QP'R"-\-QR'P'i-^RQ'P"=o , 
Prenant ensuite , tour à tour , la somme de leurs produits respcciiis 
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I.*» par Pf^Pff , 1^'— P , />— /v , 
a.« par R-K* , «"—il , /l— il' . 

et divisant par x la dernière des équations résultantes, il viendra 



{ P(/i'-/l'0+P'( R''— R)+P'(il— JR') ) ic + [ Ç(il'— Jî'0+ Ç'CR"— il)+ Ç"(R— R') ] =o ; 

équations qui donneront de x deux expressions dKTércntes qui » 
égales entre elles , formeront la seconde équation en y et z. 

SI les équations étalent au nombre de quatre , entre quatre 
inconnues , les multiplicateurs devraient être de six termes chacun ; 
mais aussi , à chaque opération , le degré de ces équations se 
trouverait abaissé de trois unités. Les multiplicateurs devraient 
ctre de vingt-quatre termes chacun , 5*11 s'agissait de cinq équa- 
tions entre cinq inconnues ; et , à chaque opération , le degré 
de ces équations se trouverait abaissé de quatre unités, et ainsi 
de suite. Tout cela ressort manifestement de la théorie dévelop- 
pée à la pag. i48 du IV.*"* volume du présent recueil, théorie 
qu'on n'avait point encore songé à étendre à rélimination dans 
les degrés supérieurs. A la vérité , malgré cette manière de pro- 
céder , les résultats se trouveront encore compliqués de facteurs 
étrangers ; mais ici , comme dans le cas de deux inconnues , 
ces facteurs se reconnaîtront très-aisément. 

Cramer est le premier qui ait reconnu la loi de construction des 
valeurs des inconnues , dans les équations du premier degré , et 
Ton a pu voir , à l'endroit que nous venons de citer , combien 
la généralité de cette loi est facile à démontrer. Peut-être un jour 
parviendra-t-on aussi à découvrir la loi qui préside à la formation 
des valeurs des inconnues dans les équations des degrés supérieurs. 
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Nous nous estimerions heureux si les considérations qui précè- 
dent pouvaient tendre à rendre un peu moins lointaine Tépoque 
de cette importante découverte. 



QIJESTIOIVS RESOLVES. 

Solution de quatre des problèmes de géométrie 
énoncés à la pag. 3i5 du précédent volume ; 

Par M. Vallès, ÎDgc^nîeur des ponts et chaussées, ancien 
élève de l'Ecole polytechnique* 

A/v%f\/\/v^;v\'v\/\/w\vv\vv\/vv\ 

xROBLÈME I. Étant données les longueurs des droites qui joignent 
lés trois sommets dun triangle au centre, du cercle inscrit ; construire 
le triangle ? 

Solution. Soient a ^b ^ c les trois longueurs données , r le rayon 
du cercle inscrit au triangle , et 2a, 2|3,2y les angles que forment 
autour du centre de ce cercle les droites qui joignent ce centre 
aux trois points de contact. En observant que ces angles sont 
partagés en deux parties égales par les droites données a, 6, 
c^ on aura 



7* r r 

Cos.a= — , Cos.fl=:— , Cos.y= — ; 
abc 



doà 



a b c 

or , puisque aa-f-a/î+sy vaut quatre angles droits , a+^+y doit 
Tom^ XXI. g 



Digitized by 



Google 



66 QUESTIONS 

cil valoir deux ; ce qui revient à dire que y est supplément de 

a+jî , et donne 

Cos.v-ss— Cos.(a4-|î) = SIo.aSIn.^— Cos.aCos.^ , 

ou , en transposant , 

Cos.y+Cos.aCos.^:£SIn.acSuK|3 ; 

on aura donc , en substituant , 



c ab ab 

d'oÀ en quarrant , chassant les dénominateurs , transposant , ré- 
duisant et ordonnant , 

SI présentement on représente par X ^ Y^Z les trois angles dà 
triangle demandé , en remarquant que ces angles sont divisés eil 
deux parties égaies par les droites données a , 6 , f , et que leurs 
moitiés sont les complémens respectifs des angles a , () , y , on aura 

SIn. I Ar=3Cos.a=— , Sin.ir=Cos.|3= 1 , Sîn.|^=Cos.y=— ; 
d^oii 

i-Cos.Jr= — , I— Cos.r=4^ , i— Cos,^=— ; 

a* 6> c» 

et , par suite , 

a* 6» (C» 

il en résultera 
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SÎ„.Jir=^!VVE?, Sin.r= ^V/^^, , Sln.Z= 2r/7^ 
a» ^ c* 

Si Ton représente par x^y^z les trois côtés de ce même 
triangle , on aura 

a:=:iSin./5-|-é*Sin.y , 
^•=cSîn.y+aSin.a , 
z=:aSin.oe«|-6Sin./} ; 



c'esl-à-dire , 



mais des yaleurs des sinus des angles , données ci-dessus , on 
lire 

,-: û'Siû.X ,_ i»>Sin.r . c'Sîn.Z 

ar ^ ar ^ ar 

ce qui donnera , en substituant , 

^»>Sîn.r+6>Sîn.Z 
ar 

c«Sm.Z+fl*Sin..Y 
^= 7r • 



fl»Sîn.A-4-^»Sîii.r 



Toutes ces valeurs étant fonction de r , qui est donne par 
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une cqualion du troisième degré , il s'ensuit que le problème 
sera toujours possible , quels que soient les trois longueurs don- 
nées a j ù , c. En mettant Téquation en r sous cette forme 



(Tj-ii + i+iXT)- 



a 

= , 



abc 



elle sera sans second terme , et on en déduira que le problème 
doit avoir une , deux ou trois solutions , suivant que la fonction 






est positive , nulle ou négative* 

PROBLÈME II. Etant données les longueurs des perpendiculaires 
abaissées sur les directions des trois côtés dun triangle du centre du 
cercle circonscrit ; construire le triangle ? 

Solution. Soient a ^ b y c les trois longueurs données , R le rayon 
du cercle circonscrit , et 2a , 2|3 , 27 les angles formés autour 
de son centre par les droites qui joignent ce centre à ses trois som*. 
mets^. En considérant que ces angles sont divisés en deux parties 
égales par les droites données a , 6 , c , on aura 

Cosa=|- , Cos.^=3 — , Cos.y=^ ; 
cl , par suite , 

Sin.a=il_ , Sin.(3=iL_ , Sin.yzsJL—^ ; 

on aura d'ailleurs , comme ci-dessus , 

Cos.y4"Cos.aCos./î=Sin.aSin.(3 ; 
ce qui donûera , en substituant, 
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R^ R^ R^ * 

d'où, en quarrant , chassant les dénominateurs , réduisant , trans- 
posant ^t ordonnant , 

Si présentement on représente par ar,.^,z les trois côtés du 
triangle demandé , en remarquant que ces côtés sont divisés en 
deux parties égales par les droites données a, 6, ^;, on aura 

Si X^ V^ Z sont les trois angles du triangle » en remarquant 
que ces angles sont les moitiés respectives des angles 2ot, 2]3, 2y , 
on aura 

Cos.-Sr=sCos.a= ~ , Cos.F=Cos.|3= -- , Cos.Z=Cos.y=— ; 
R ' R R 

Toutes ces valeurs étant des fonctions de R , qui est dqnné 
par une équation du troisième degré , il s'ensuit que le problème 
est toujours possible quelles que soient les trois longueurs don- 
nées a, 6, c; et, comme cette équation est sans second terme, 
on voit, sur-le-champ , que le problème aura une, deux ou trois 
solutions , suivant que la fonction 

sera positive , nulle ou négative. 

PROBLÈME III. Étant données les longueurs des arcs de grands 
cercles qui joignent les trois sommets dun triangle sphérique au pôle 
du cercle inscrit ; contraire le triangle ? . _ 
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Solution. Soient a ^ b , c les trois arcs donnes, r le rayon sphë- 
rîquc du cercle inscrit , et 2x, 2/} , 2y les angles que forment, au- 
tour de son pôle , les arcs de grands cercles qui joignent ce pôle 
aux trois points de contact* En observant que ces angles sont par« 
lagcs en deux parties égales par )es arcs a , 6 , c , on aura 

_ Cola ^ ^ Co\.b ^ Cot.c 

Cos.flt= 7—- , Cos.^= -T-T— , Cos.yss 77-7— ; 
Col.r Cot.r Col.r 

doù 



Cot.r Cot.r Col.r 

or , on a ici , comme dans le Problème /, 

Cos.v-^-Cos.aCos./îrriSin.aSîn.^ ; 
il viendra donc , en substituant , 

Cotg , Cot.flCot h ^ t/(Coi.v--Coi.'flXC^'^^Cot.*A 
Col.r "^ Cot.V Coi.»r ' 

ce qui donnera 

Cot.V— (Cot/a-{-Cot.«i4-Cot.V)Cot.r— 2Cot.aCot.*Cot.r=o ; 

Si prësenicment on représente par X ^Y ^ Z les trois angles du 
triangle demandé ; en remarquant que ces angles sont divisés en 
deux parties égales par les arcs donnés a , 6 , c , on aura 

^in.--A== -^: — , ^in.-r-r= j7— r ^ Sin.iZ= — ; 

• î:>in.a .* Sin.6 * Sm.c 

et une fois les trois angles du triangle connus , il sera facile d'en 
conclure les trois côtés. 



Digitized by 



Google 



RESOLUES. 7« 

. Ces angles et ces côtés étant des fonctions de r , dont la colan- 

gcnie est donnée par une équation du troisième degré , on peut 

en conclure que le problème est toujours possible. Il adaie|lra 

4'ailleurs une , deux pu trois ^ solutions , suivant que la Ibnctioa 

ayCot.'/iCol.'ACol.V— (Cot.'a+Cot.'ii+Cot.'c:)^ , 

sera positive , nulle ou négative. 

PROBLEME IVn Étant données les longueurs des arcs perpendi- 
culaires abaissés sur les directions des trois côtés dun triangle sphé- 
rUjue du pôle du cercle circonscrit ; construire le triangle ? 

Solution. Soient a , 6 , ^ les trois longueurs données , R le rayon 
spbérique du cercle circonscrit , et 2a , 2^ , 2y les angles formés 
autour de son pôle par les arcs de grands cercles qui joignent ce 
pôle aux trois sommets. En considépanl qu£ ces angles sont divi* 
fiés en deux parties égs^les par les arcs donnés a, b , c ^ on aura 

^ Tang.a ^ ^ Tang7> ^ Tang.c 

Tang./l ^ lang./l lang.-R 

d'où 



Sin ^- </'Tang .>it -Tang.>a r^c Cj— j/Tang.^/t-^Tang.»/, r y/Tang.^K-^'lapg.».; 

mais on aura encore ici , comme dans le Problème II , 

Cos.y-|-Cos.a 4-Cos.|3=Sia.aSîn.^ ; 
ce qui donnera , en substituant , 

Tang.c Tang.gTang.& \/(Tàng.»/{— Tang 'a)(Tang.»/;— Tang.»6) . 

Tang./^ "*■ ïang.'A ~ ~~ Tang.»i{ ' 

c'est-à-dire , 
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TaDg.3/J— (TaDg.>a+Tang.>i+Taii.>6)Tang.JÎ— 2Tang.aTang.6Tang.c=o ; 

SI ensuite on représente par x ^y ^ z ]ts trois côtés du triangTc ; 
en remarquant que ces côtés sont divisés en deux parties égaler 
par les arcs a, b ^ c , on aura 

^ - Cos.R ^ , Cos.-R ^ , Cos.R 

et , une fois les trois côtés'du triangle connus ^ il sera facile d'en 
conclure les trois angles. 

Ces côtes et ces angles étant ainsi des fonctions de R , dont Ta 
tangente est donnée par une équation du troisième degré , il en 
résulte que le problème est toujours possible. Il admettra d'ailleui*3 
une , deux ou trois solutions , suivant que la fonction 

27Tang/flTang.»*Tang/c:— (Tang.'a+Tang.'i+Tang.Vy ; 

sera posilive , nulle on négative. 

Si , dans les deux derniers problèmes , on suppose le rayon de 
la sphère inGni, ils deviendront respectivement les deux premiers» 
que nous aurions pu ainsi nous dispenser de traiter en particulier. 



QUESTIOIVS PROPOSEES» 

Problèmes de Géométrie. 

I. IVIener , dans l'intérieur d*un triangle, deux droites telles 
que chacune d'elles contienne les centres de gravité des aires des 
deux segmens du triangle, déterminés par l'autre? 

II. Conduire, dans Tintérieur d'un tétraèdre, trois plans tels 
que l'intersection de deux quelconques contienne les centres de 
gravité des volumes des deux segmens du tétraèdre , déterminés 
par le troisième ? 
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AlVALYSE TRA]¥SCE]\DA]«TE. 

Essai sur une méthode générale d'intégration ; 
Far M. Le Barbier. 

JNoiTS avons prëscnlé , à la pag. 117 du précédent volume , Tessai 
d'uue mélhode générale d'intégration qui , appliquée aux fonctions qui 
sont le produit de deux facteurs , nous a conduit à des séries ré- 
gulières , desquelles nous avons déduit , pour le cas de /w=i , les 
fonctions finies dont elles sont le développement. On peut en in- 
férer , à ce qu'il nous paraît , que celte mélhode ne peut sem- 
bler illusoire , dans certains cas , que parce qu'on ne sait pas gé- 
néralement remonter d'une série à sa fonction génératrice , ou bien 
parce que la série à laquelle on parvient n'est pas convergente; 
mais ces inconvéniens ne sont pas particuliers à cette méthode , 
puisqu'en général les intégrales qui sont du genre des transcen- 
dantes ne peuvent s'obtenir que par des séries. 

Pour faire mieux apprécier ce qu'on peut se promettre de cette 
méthode , nous allons en présenter encore ici quelques nouvelles 
applications. 

Reprenons la formule du bas de la page 122 du précédent vo- 
lume ; savoir : 

à^.Pq p à^Q .m àP d^-'Q m m— i d'P ^Q_ j, 

d**" d;»."* "*" 1 àxàx""' i a dx* dx'"* + "^vv 

en y changeant le signe de m , elle deviendra 

Tom. XXI ^ n."" 3, i. ^^ sepiembre i83o. 10 
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Si l'on pose 

P=Çv+ay , Q=(:c+by ; 

on aura 

si , clans celle dernière formule , on change le signe de fJt , en se 
rappelant que 

r 



il viendra 



/'•(.^+*)-^-= ^^ 



on a d'ailleurs 

âP 



d, ==r(x+ar ; 



^=:r(r-i)(x+«X-=/-*'-'(x+o)- r 



dVP 

Ïi7 



=rr(r— i)(r— 2)(j:+aX-'=r'l-'(^r+«y-^ ; 



Il viendra donc , en remplaçant successivement p par m , m-{-i ; 
/w-}-2 , et substituant dans (2) , 



Digitized by 



Google 



D'INTEGRATION. 



• • •. ; (3) 

ou bien encore 

c/ ^^ ^ ^^ ^ ^^ (r+m)"» ' ^ r+m+i \, x+a J 

"* ï ~ (r+/n+2>l « \ ic+a j "" 1 * a ' 3 (,.f,«+3;3|-* ^ x+^ / ^" J* vO 

Posant miBi , il vient 

(,vf 4)3|-. \^ a;+a / ^ (r+5)«-« V, a=+o / "^ \' ^ ' 

Dans le cas particulier de r= — i- , on trouve 

J V^+WW'^r^a^n '+K^+^^ "*"K M^) "'"K H^ ) "^ \ • 

ou bien encore 
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W=^l(^)'+Klïr)-+T(':î^)"+KS)"+ !• <"> 

Or on a , dans le syslèmc Népérien , 

/ ,+„ \ r M «3 «5 „7 \ 



posant donc 



i+w 



OU w= ; 



on aura 

donc , si Ton pose 

on aura 

J 7p+^(ï+^ =Log.z ; 
oaais on tire de la formule (7) 

donc finalement 

/ * , 1^- sLog. V^^+^>+/^i^ . (8) 
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La formule (5) peut encore être écrite ainsi 

(r+4)'l ■ Kx+aJ"^ ir+Sy\' \ x+a J ) ' 

Si Ton change , dans cette dernière formule , d'abord x-i-b en 
— (jT+ô) , puis easuite b en —à , et <juon pose en outre r=:— j, 
cllç deviendra 

/(«+*X*-*) ~" i \ «+* / ' \ o+* >/ "^ ' \ «+* ^ ' ^ a+* / ^ i ' 

or , on a généralement 

x=Tang.j:— iTang.*jr+7Tang.*jr— jTang.'jT-f-.... ; 
donc 

/^(.H-l^W) =-^A,c(T,ng.=^gi). (,) 

On voit que cette méthode d'intégration s'applique immédiatement 
aux deux différentielles 



par un simple chatigement de signe , tandis que les méthodes or- 
dinaires exigent un procédé propre pour chacune d'elles. 

On peut remarquer en outre que les formules (4) cl (5) ren- 
ferment une infinité de cas particuliers qu'il ne serait pas facile 
de traiter sans le secours de la formule (2) ; car r est une grau-» 
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deur quelconque , el m un nombre entier positif quelconque. De 
plus , la formule (4) finit toujours par devenir coovergenle. Eu 
effet, ses termes des (p+i)'""' et (iJi+2)"'"* rangs sont respeclive- 
meut 






m^-^'\' rA4+M-« 






de sorte que le quotient de la division du second par le premier esl 



m^\' i^-^t ri 

or , on trouve aisément 









A*!' 






//*!-* 



rr 



— fX , 



(r^f m + /«4)i^|-' _ 



au moyen de quoi ce quotient se réduit simplement à 

or , on peut toujours prendre p assez grand pour qu'on ait 
(i+(x)(r+m+p+i)>(m+p)(r— fx) ; 
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car I en développant et réduisant , celle incgalllé revient à 

2fx'4-2(/7i4-i)jU+(/7i-j~r— /wr)>o ; 

à laquelle on peut toujours satisfaire par une détermination con- 
venable de f* , quels que soient m et r. 

La série (4) est celle qa*il contiendra d'employer de préférence 

si Ton a a>i; car alors on aura <i ; mais , si le con- 

traire a lieu , il faudra substituer a cette série celle qu'on en dé- 
duit en 7 mettant a pour & et & pour a. 

M. Wronski , dans son Introduction à la philosophie des ma- 
thématiques ^ publiée en 181 1 , a présenté les formules (i) et (2) 
comme renfermant la loi fondamentale , Tune du calcul différen- 
tiel et Taulre du calcul intégral ; nous ignorons si une branche 
de calcul , quelle qu elle soit , peut avoir d'autre loi fondamentale 
que sa définition ; mais du moins est-il vrai de dire que si, sous 
le rapport des applications , un usage trop exclusif de ces formu- 
les semble devoir entraîner souvent dans des calculs beaucoup plus 
longs que ceux qu'exigent les autres procédés connus , ces mêmes 
formules n'en résolvent pas moins une infinité de cas qu'il serait 
très-difficile , pour ne pas dire impossible , de traiter par les pro- 
cédés connus. 

Pour montrer mieux encore l'usage de ces formules , nous en 
ferons deux autres applications. Nous prendrons pour la première 
la diflérentielle 

I 
^^ lu J 

-^r-=: ou e dor , 

traitée par M, Wronski , dans son ^dernier ouvrage publié en 
181 6 , ayant pour objet le Déi^cloppemeni des lois des séries. Po- 
sons 0;=— , il en résultera 
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et par conséquent 

Posant alors 

nous aurons d*une part 

!:^_. ..3^-4 



^ =(-!)-. 2mK^-«^+'^ (.0) 



D*une autre part , nous auront 



df» 



5? =(-)'•«-'!. (..) 
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en changeant le signe de p et observant que 

2 =■ 



* on trouvera 

Au moyen des formules (lo) et (i3) , la formule (2) donnera la 
série suivante 

d'où, en faisant m =1 

J y* -^ \y\ j* ^ /♦ ^* ^ ^< 5 

ou enfin , en remettant pour y sa valeur — , 

/^= -ï^Cr'— i.2x'+ 1.2.3a;*— 1.2.3 4j:5-j.i.2.3.4.5j:«— ) ; (i4) 

celle dernière inlégrale avait dojà été traitée par Eulcr , à la 
page 282 de son Calcul Intégral, 

Nous prendrons , pour second exemple , la differenlielle 



— ou e d/ , 



traitée par Laplace , dans ses réfractions astronomiques ( MécanU 
que céleste^ tom. IV , pag. 255 ). 
Posons f:=x , il en résultera 
Tom. XXI. II 
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_ mm àx ix 

i=:^x , 2/d/=dj:, d/=— =^j ; 



et par suilc 



posant alors 



on trouvera 



e At:=ie — 7=r=7.r .« àx ; 

2y/r 



Psi jT • . ^)=ir* i 



dP t — f 

d'P_ 1.3 — J 
àx^ "■ a. 2 



d3P 

r 


,.35 -î 

or y 

2.2.2 








1 



on aura d^ailleurs 

substituant donc dans la formule (2) » on aura 

, il da;"* (— 1>» ( — f m » -T . ^ ^ + » ï-3 ^-T ^ ^ 

y «'v^r ^* < » « " I a a.a \^ 

d'où f en posant m=i et en remettant pour x sa valeur ** , 
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N0US pourrons revenir , dans une autre occasion , sur ces sortes 
d'applications. 

ARITHMÉTIQUE. 

^oie sur un théorème d! arithmétique ; 
Par M. Gergokne. 

fVWVW\/V\'WVVV\'V\/\'V\/VV\/% 

HiN considérant que , danè un demi-cercle , la perpendiculaire 
abaissée de Tun quelconque des points de la dcmi-circonfcrencc 
sur le diamètre est moyenne par quotient entre les deux scgmcns 
qu'elle détermine sur ce diamètre , tandis que le rayon du cercle 
est moyen par différence entre ces deux mêmes scgmens , on 
voit , sur-le-champ , que la moyenne par quotiens , entre deux 
grandeurs inégales , est constamment moindre que la moyenne par 
différences entre les mêmes grandeurs, et d'autant moindre, par 
rapport à l'autre , qu'elles sont plus inégales. On aperçoit aussi , 
fort aisément, à l'aide des mêmes considérations géométriques^ 
qu'il suffit que ces deux grandeurs ne soient pas très - inégales 
pour que la moyenne par quotient entre elles soient très-sen- 
siblement égale à la moyenne par différence. 

Il est connu , en effet , et on démontre même facilement 
( lom. XVII , pag. i5o), que, lorsque la différence entre deux 
nombres entiers a moins de la moitié des chiffres du plus petit, 
la moyenne par différences entre eux n'excède pas la moyenne 
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par quoricnt d'une deinî-unîlé. Mais il ne paraît pas qu'il ait 
clé remarqué jusqu'ici que cet excès n'est pas même dun hui- 
tième d unité ; el voici à peu près comment M. Lenlliéric démon- 
lie cetic proposition. 

Soient a ci b les deux nombres dont il s'agît , et soit «>''i. 
Par hypolhèse , le nombre des chiffres de a — b est moindre que 
la moitié du nombre des chiffres de b \ ov\ comme le quarré d'un 
nombre a au plus le double du nombre de ses chiffres , il s'en- 
suit que (a^by n'aura pas autant de chiffres "que b\ de sorte 
qu'on aura 

(a^by<b . (.) 

Cela posé , à cause de b<^a^ on a \/ùK {/'a * d'où y/Â + {/ù^ 2y/f ; 
d'où, en quarrant , divisant par 4 c^ renversant 

donc , en comparant (i) à (2) , 



et par suite 



ou encore 



'a-b< 



V«+\/6 



(v/â4-v/^(v/3~v/^< ^""^^*' - 



a 



ce qui donne , en simplifiant , 
puis en quarraql 
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a— 2/1^+4 <^ ; 

incgalitë qui , en divisant par 2, peut être ensuite écrite comme 
il «ait : 

- ~ /«6<-8 •' 

ce qui démontre le théorème annoncé. 

Ce théorème s'applique évidemment à deux nombres décimaux 
dans lesquels le nombre des chiffres décimaux serait le mêmtî , 
et qui , abstraction faite de la virgule , tomberaient dans le cas 
des deux nombres entiers dont II vient d'être question ; Texcès 
de leur demi-somme $ur la racine quarrée de leur produit serait 
moindre que le huitième d'une unité décimale du dernier ordre. 
' Vinégalité (3) prouve, en passant; que lorsqu'on a à extraire 
la racine quarrée d'un nombre, on peut modifier des chiffres sur 
la droite de ce nombre , sans altérer, la racine d'une demi-unité 
da dernier ordre , pourvu que le nombre des chiffi^es modifiés 
soit moindre que la moitié du nombre total des chiffres du nom- 
bre dont il s'agit. 

Il résulte* encore de tout ceci que si Ton a à extraire la racine 
quarrée d'un nombre exprimé par l'unité , plus une fi*action déci- 
male, dans laquelle le premier chiffre décimal significatif est pré- 
cédé d'autant de zéros au moins qu'il a de chiffres décimaux 
significatifs , on aura cette racine avec le même degré d'approxi- 
mation qu'offre le nombre proposé , en remplaçant simplement 
la partie décimale par sa moitié. En effet, extraire, par exemple , 
la racine quarrée de i,ooo3i2 , c'est extraire la racine quarrée 
du produit I, oooSi 2 >< 1,000000 , laquelle , par ce qui précède , 
sera, à moins d'un huitième de millionième près , la même chose 
que Ja moitié de 2,ooo5i2 , ç'est-à-dire , 1^000256, 

Donc , plus généralement , pour extraire la racine (2")*'"'' d'un 
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lel nombre , il suffira de diviser sa partie décimale par 2". Celte 
remarque peut recevoir une utile application daus la construc- 
tion des tables de logarithmes. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des trois problèmes de niaxîma pro- 
posés à la pcig. 246 du précédent volume ; 

Par M. P. S^ 



PROBLÈME I. Quel est h plus grand de tous les quadrilatères 
plans qu'il soU possible de former , ai^ec les trois mêmes cotés con^ 
sécuiifs , en variait la grandeur des deux angles compris (*) ? 

Solution. Soient c le côté intermédiaire du quadrilatère ^ a ^ b 
les deux côtes extrêmes , oc , |î les angles variables qu'ils forment 
respectivement avec celui-là. 

Pour fixer les idées , supposons les a-ngles a , (3 obtus. Prolon- 
geons les côtés a , b jusqu'à l^ur point de concours , et soient 
rt^', b' les longueurs respectives de leurs prolongemens jusqu'à 
ce point. Il est visible qiie ces prolongemens comprendront entre 
eux un angle (cx-j-^) «-* tsr dont les sinus et cosinus seront lessî^ 
nus et cosinus de a+j^ , pris négativement. 



(•) Nous avons aussi reçu de M. Marc Secretan , licencié en droit , 3k 
Lausanne , une solution de ce problème sur laquelle celle que nous pir- 
Liions n'a d'autre avantage qu'un peu plus de symétrie dans les calculs. 

J. D. G. 
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Cet angle sera commun à deux triangles dans lesquels les côtés 

adjacens seront a^ci « h 4-6' pour le plus grand , et a^ , h^ 

pour le plus petit. En vertu d'une proposition connue , lès aires 

de ce triangle seront respectivement 

— ^(a+a^)(A4-*0Sin.(oc+|î) ; ^I.a'*'Sin.(a+/î) ; 

L'aire du quadrilatère étant la différence des aires de ces deux 
irlangle&ien représentant cette aire par Q,on aura 

Q=;-i{(a+a^)(6+60-«'60Sin.(oc+^) ; 
c'est-à-dire, en développant et réduisant , 

D'un attire côté , le plus petit des deux triangles donne 
Sin.ift ,. Sin.# . . 



a^où 



,, 1 , ^ aSia.«4-&Sin.^ 

^ Sin.(# + /8) 



substituant donc dans la formule (i) , elle deviendra 

Q=i{c(«Sin.«+6Sin.|3)— a6Sin.(oc+^)} . (») 

Le problème consiste donc à profiter de la variabilité des deux 
cingles a, jî pour rendre cette fonction maximum. 
On tire de là 

^=ia(cCos.a-iCos.(a+lî)) , ^ =rli{cCos.l3-aCos.(a-l-|3)}, 
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^=i«*Sin.(a+l3); 
ce qui donne 

{ -^^)~'-^'^='*^M(^^'^^ • (4) 

En conséquence les conciliions communes au maximum et 
au minimum seront 

fCos.a=ACos.(a-|-/3) , cCos.p=«Cos.(a-j-P) ; (5) 

on cil conclut , sur-le-champ , 

rtCos.a=ACos.(3 ; (6) 

ce qui veut dire qu*i7 faut que les projections des deux côtés 
extrêmes , sur la direction du côté intermédiaire , soient de même 
longueur , mais tournées en sens imerse ; cela exige que les angles 
QL , (3 soient tous deux obtus ou tous deux aigus. 
Posons a+/î = x , il en résultera 

Cos.aCos./î— Sin.aSin.^=Cos.x , ' 

ou bien 

Cos.crCos.(î— Cos.a:=SHi.aSin.(î ; 

d'où , en qunrrani et en remplaçant ensuite les sinus par des 
fonctions équivalentes des cosinus , 

aCos.aCos./SCos.o' — Cos. 'a: — Cos.*a — Cos.*/3+i=o ; 

mais, dans le cas actuel , leS équations (5) defienneut simplement 
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cCos.<x=bCQs.x , cCos.^:=^aCos.x ; (7) 

ëleminant donc Cos.a et Gos.^ de la précédente, à Taide de celle- 
ci , il deviendra 

2abCos.^x—(a^+b^+c^)Cos.*x+c*=o ; (9) 

ou bien encore 

c'Séc.^o;— (a'+A*+c')Séc.a:+2a*=o ; (10) 

équation du troisième degré , sans second terme , que Ton résou- 
dra par les fonctions circulaires. Lorsqu'on aura déterminé x , on 
en conclura a et /3 , qu moyen des équations (7). II est d'ailleurs 
aisé de voir que le problème , toujours possible « admettra une , 
deux ou trois solutions , suivant que la fonction 

sera positive , nulle ou négative. On reconnaîtra ensuite , au moyen 
de la formule (4) , si chacune de ces solutions appartient à un 
mcuvimum ou à un minimum. 

Si rpn désigne respectivement par a' et ^ les angles du qua- 
drilatère respectivement opposés à a et ^ , on aura , en faisant 
usage des formules (2) 

SînV^ g+fl^ oSin.(^-t-/8)->cSin.jS 

d'où , en mettant pour a ^t b leurs valeurs données par les 
formules (5) 

Sin.»' Sîn.(#+^)Cos./3— Cos.(«+^)Sin.i8 Sin,» 



Sin./«' Sin.(«+i8)Cos.-— Cos.(«+iS)Sin.* Sin.i» ' 

Tom. XXI. 12 
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d'où on conclura facilemeni que, si le quadrilatère esl convexe,; 
les angles a et ^' devront être lA supplémens respectifs des 
angles a et /3 ; et que conséquemment ce quadrilatère doit être 
înscrrplîble au cercle ; proposition qui n'est , au surplus , qu'un 
cas particulier de celte autre proposition bien connue : De tous 
les polygones formés avec les. mêmes cStés , tous donnés , excepté un 
seul , h plus grand est le polygone inscriptible au cercle. 

Sortons présentement de ces généralités, et posons b^a ; en 
vertu de la relation (6) il en résultera /î=ra; de sorte qu'alors 
le quadrilatère devra être un trapèze isocèle. Dans cette hypo^ 
thèse I on aura simplement 

Qsra(c>— ^os.a)Sin.a 7 (ii) 

-^ =a(a+<<]os.gc«»2aCos.'a) ; (12) 

— ^ sa(4aGos.a — £:)Sin.a ; (i3) 

la condition commune au maximum et au minimum sera donc 

2aCos.'a~cCos.a— a=o j (i4) 

ce qui donnera 



Co8.«= 5il££l±8fL= =- 



aa 



4a <;^./c>+8a» '- 

d*aù résulte 

4aCos.a— c=;+;V^c*+8a' ; 

et , comme Sin.oc est nécessairement positif , on voit que j-^ 



Digitized by 



Google 



RESOLUES. gi 

aura mèofe signe que le radical , de sorte que aon signe inférieur 
répondra à un maximum , et son signe supérieur à un minimum , 
lequel même, ne sera possible qu autant que c ne setapas>a; 
puisqu*aulrement on aurait Cos.a>i. 

Dans le cas du maximum , ou du sîgne négatif , on voit i.^ que , 
si Ton a c infini , il viendra Cos.a=o, d'où asgo® ; 2.® que , 
si Ton a r=a, il viendra Cos.a= — |, d'oùa = i20**; 3.^ qu'en- 
fin, si Ton a c = o, il viendra Cos.a= — "ïV^»» d'où a = i35®. 
Ainsi , dans le cas de c infini , les deux côtés extrêmes du tra- 
pèa^ devront être parallèles ; ils devront ensuite diverger de plus 
en plus , à mesure que c deviendra plus petit , par rapport à a ; 
de telle sorte que , lorsque c sera égal à /i , ces deux côtés ex- 
trêmes devront déjà faire l'un avec Tautre un angle de 60® ; en- 
fin cet angle devra être droit, lorsque c sera devenu tout à fait 
nul (♦). 



(^ Le bois de chauffage , qui se pèse daps le midi de la France , se me- 
sure , au contraire , dans le nord , en le disposant dans des cadres oa 
châssis , formes d^une pièce de bois horizontale, des deux extrémités delà- 
quelle s* élèvent deux montans verticaux. On voit que , de la sorte , la sur- 
face rectangulaire du châssis détermine la surface transversale de la masse 
de bois qu'on achète ; et , comme les bâches ont une longueur invariable , 
on peut faire abstraction de cette longueur et pnyer le bois à raison 
de la surface de la section transversale , qui est la même que celle du 
châssis ; tout comme on mesure les étoiles , à cause de leur largeur cons- 
tante , avec Tunité linéaire. 

Ordinairement les montans verticaux de ce châssis sont maintenus en 
situation , au moyen d'arcs-boutans extérieurs , placés à leur partie inférieure. 
Mais quelquefois aussi ces arcs - boutans sortent de place , par vétusté , et 
alors , par Teffet du poids des bâches placées dans le cadre , les montans 
cèdent et s'inclinent plus ou moins en dehors. 

Or , on voit , par l'analyse qui précède , que , pourvu que Finclinaison ne 
soit pas très-considérable , elle procurera toujours un plus ou moins grand 
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PROBLÈME II. En portant successivement une certaine taxe à 

a, a' , a^/ , a^^^ , ses produits sont det^enus respectivement A / 

A' , A^^ , A^^^ , ; à combien faut-il porter cette taxe , pour 

en obtenir un produit maximum ? 

Solution. Soient posés 



avantage à Tachctcur ; et qac conséquemment ce n*e^t point lui mais bien 
le vendeur qui est intéressé au re'tablissement des arcs -boutans. 

C'est encore dans la môme analyse que rentre la question de savoir quelle 
est la disposition des pieds de Thomme debout , la plus favorable à la sta- 
bilité' de son corps. On voit en effet que le plus petit polygone convexe , 
comprenant la surface des pieds en contacts avec le sol , sera le plus grand, 
possible quand le quadrilatère formé par les axes de ces pieds et par les droites 
qui joignent les extrémités de ces axes sera lui-même le plus grand possible ; d*où 
Ton voit d*abord qu'en supposant les deux pieds de même longueur , ils devront 
être également en dehors. On voit ensuite que , plus les pieds seront écartés Tun 
de Vautre et plus petit devra être aussi Tangle formé par leurs axes ; que , 
si la distance entre les extrémités antérieures de ces axes est égale à la 
longueur de l'un d'eux , cet angle devra être de 60* ; qu'il devra croître 
ensuite de plus en plus , à mesure que les talons se rapprocheront , mais 
sans jamais atteindre go® , attendu qu'il faudrait pour cela que les extrémités 
antérieures des axes des deux pieds coïncidassent , ce à quoi s'oppose 
nécessairement l'épaisseur des talons. 

Dans sa Nouvelle mécanique des mouoemens de thomme et des animaux , 
Barihez , qui passait pour un grand géomètre auprès de ses confrères , 
parce qu'il était allé un peu au-delà des élémens , critique la solution de 
Parent , qui s'est le premier occupé de ce problème , et donne pour l'angle 
que doivent former entre eux les axes des deux pieds 38.<^56^ ; mais , 
comme il ne dit pas à quelle distance l'un de l'autre il suppose les talons , 
ce qu'il a écrit sur ce sujet est tout à fait inintelligible. Pour que sa 
solution fdt exacte , il faudrait que la distance entre les talons fût plus 
que double de la longueur de l'un des pieds ; ce qu'il ne paraît pas 
supposer. 

J. B. G. 
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i^=±^B, ^^..c, -£:=^=D. 



^ — ^=5'^ ..... 



on sait qu'alors si a ^ a\ al\ d" ^ sont des quantités peu 

différentes les unes des autres , en représentant par 71e produit 
total de la taxe , supposée portée à / , on aura 



2^=:^+(/— a)5+(/-iï)(/-aOC+(/— a)(/-.a')(/— a^0^+- 



telle est donc la fonction qu il faudra rendre maximum , au moyen 
de la variabilité de t. 
On tire de là 

a/ 

i|J=C+[(3/-(a+«'+«'0]D+ ' ; 



do sorte que la condition communç au maximum et au minimum 



sera 



et une des racines de cette équation répondra à Tun ou à Tau- 
tre , suivant qu elle rendra la fonction 



C+[3/-(a+a^+«0]^+- 
négative ou positive. 
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On voit par là que le problème ne sera résoluble qu'aniant qu on 
aura en sa possession tes résultats de trois expériences au moins. 
En supposant qu'on n'en ait pas davantage ; on trouvera 



d'où 

^=^+ -^ Je " 

Cl celle valeur sera maximum ou minimum , suivant que C sera 
négatif ou positif, 

PROBLEME III. On s'est assuré , par F expérience , ça un seul 
déindoir , tant que le fil ne rompait pas , pouvait dévider a raison 
dune longueur a de fil ^ par unité de temps. 

On s'est également assuré , par expérience , qiu le fil dun seul 
dévidoir se rompait , terme moyen , à chaque m unités de temps , 
et qu'il fallait alors n unités de temps pour réparer T accident. 

On demande , d après ces données , quel est le nombre des dévidoirs 
qu'il faut faire marcher , par un même mécanisme , pour obtenir , 
dans un temps donné , le plus grand produit possible ? 

Solution. Cherchons quelle sera la longueur de fil effeclirement 
dévidée par x dévidoirs , dans un temps donne /. 

Puisqu'avec une seule hobine il se fait une rupture de fil 
au bout de m unités de temps ; lorsque les bobines seront au 

nombre de x , elles ne fonctionneront que — unités de temps 

avant une rupture de fil; et, durant ce temps , chacune d'elles 

dévidant une longueur de fil exprimée par — a , ces x bobines au* 

ront dévidé une longueur de fil exprimée par ma ; mais comme ,' 

au bout de ce temps —, il y aura une interruplion du travail de 
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foules les bobines durant le temps n , pour le raccommodage du 
fil rompu , il s'ensuit que , durant chaque intervalle de temps 

-—'^n y il ne se dévidera également de toutes les bobines qu une 

longueur totale de fil exprimée par ma , ce qui fera , pour cha- 
que unité de temps, une longueur 



ma maoD 

ou 



— '+/1 

si donc on représente par A la longueur totale de fil dcyidée par 
toutes les bobines , au bout du temps / , on aura 



fonction qui, tant qu'on supposera a; positif , comme on est obligé 
de le faire ici , n'est point susceptible d'un maximum proprement 
dit , mab seulement d'une limite répondant à x infini , et qui 
est 

r. mat 

Ainsi , bien que le produit croisse avec le nombre des bobines 7 
jamais on obtiendra un produit —a par unités de temps , quel que 
soIt le nombre fini de ces bobines (*)• 



(**) L'idée de c£ problème nous a été' saggérée par M. Sarnis ; mais il 
parait que son yéritable énonce' se sera échappé de notre mémoire , et qu'avec 
lui se sera évanoui le maximum dont M. Sarrus le disait susceptible. 

J. D. G, 
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Note sur quelques problèmes proposés dans les 

Annales; 

Extraite d'une lettre au Rédacteur j 
Par M. *** 

/VXA \\\ \\A'W"\\'\AfV\/\\/V\'W'W\'\ 

I JA démonsiralion donnée par M. Lenthéric , à la pag. 879 du 
XX.™* volume des Annales, de la divisibilité par soixante du pro- 
duit des trois côtés de tout triangle rectangle, en nombres entiers, 
semble réclamer un léger complément au défaut duquel elle man- 
querait de généralité. Il est très-vrai que tout triangle dont les 
trois côtés sont 

est rectangle , quels que puissent être les deux nombreis entiers m 
et n ; mais comme tout triangle semblable à un triangle rectangle est 
rectangle lui-même , il s'ensuit que le triangle dont les trois côréft 
sont 

sera également rectangle, quels que soient les trois nombres ea-^ 
tiers m ^ n ^ }< ^ qu'on peut bien prendre tels que le second trian- 
gle ne puisse pas rentrer dans la première forme ; comme il ar- 
rive, par exemple , en prenant m=:2 , n=i , A=r3 ; d'où résulte 
un triangle dont les trois côtés sont 15,9, 12. Mais , comme le 
produit des trois côtés du second triangle n'est autre que le pfo- 
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daît àes trois côlés du premier , multiplié par le facteur A' , il 
s'ensuit que , si le produit des trois côîés du premier est divisi- 
ble par soixante , le produit des trois côtés du second le sera à 
plus forte raison , de sorte que le raisonnement de M. Lenthéric 
s'applique à celui-ci comme à l'autre. 

• Du reste , dans un intéressant mémoire faisant partie du tom. Y.* 
des Anciens mémoires de t Académie roj-ale des sciences ( î666 — 1699) , 
Frenicle s'était déjà occupé de ce sujet. Il avait remarqué que , 
lorsque les trois côtés d'un triangle rectangle , en nombres entiers, 
BC sont pas premiers entre eux , en les divisant par leur plus grand 
eommun diviseur , on obtient pour quotiens les trois côtés de ce qu'il 
appelle le triangle rectangle primitif ^\xi rentre nécessairemeut dans 
la première des deux formes ci-dessus. 

En classant les nombres , suivant leurs formes diverses , comme 
le fait Euler , en plusieurs endroits , et notamment dans son Al^ 
gèbre ( tom. I , chap. 6 et tom. II , cbap. 5 ) (*). Frenicle 



(^) Ceci me rappelle que , dans les Œuores de Leibnifz , qne je ii*ai pas 
présentement sous la main , on rencontre une leltre de cet illustre géomè- 
tre à Tun de ses amis , où il s*exprime à peu près en ces termes : « Je viens 
» de découvrir une propriété fort singulière des nombres premiers plus grands 
» que trois. Elle consiste en ce que ces nombres , augmentes ou diminués 
» d*une unité , deviennent nécessairement divisibles par six. Bien, que je 
s» n'ai pu me démontrer cette propriété , je Tai vérifiée sur tant de nombres 
» premiers, que je ne fais aucun doute de sa généralité. Il est feulement 
» fâcheux que des nombres qui ne sont pas premiers la partagent avec ceux 
» qui le sont ; car autrement on aurait là un moyen bien simple de dislin- 
> guer les nombres qui sont premiers de ceux qui lae le sont pas. » D est 
vraiment surprenant qu*un homme de la force de Leibnîtz n*ait pas aperçu , 
sur-le-champ , que tout nombre entier est de Tune des quatre formes 6/z ,. 
67i:±:i , 6/idla , 6/<ztr1 ; et que les nombres premiers plus grands que 3 
sont nécessairement des nombres de la seconde forme , qui deviennent tous 
divisibles par 6 en leur ajoutant ou en leur retranchant une unité. 

J. n. G. 
Tom. XXI. i3 
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avait aussi reconnu que , dans tout Iriairgle rectangle, en nombres 
entiers , i.® Tun dcscôlésdc Tangle droit doit être divisible par 4 ; 
2.® r un des côtés de Tangle droit doit être aussi divisible par 3; 
enfin , Tun des trois côtés doit être divisible par 5. Or, les trois 
nombres 3 , 4 ^ ^ étant premiers entre eux , il en résulte évidem^ 
metit que le produit des trois côtés doit être divisible par leur pro- 
duit , c'est-à-dire , par €o. 

Peut-être à Tbettre qu il est aùn^K-vous déjA reçu, Monsieur; 
quelque solution directe , bien élégante , des deux premiers pro^ 
blêmes de la page3i5 de votre XX.™* volume (*) ; et j'arrive* 
rai , sans doute , trop tard pour faire remarquer que ces deux pro« 
blêmes se ramènent fort simplement à un autre problème traité 
par Newton , dans son Arilhmiiique universelle ( édit. de Leyde , 
1732 , pag. 84 ) 9 problème passé présentement dans les traités 
élémentaires , notamment dans la Géoniéirie anaJytUjue de M. Le- 
febure , et dont voici Ténoncé : 

ConneUssùnt les longueurs des cordes de trois arcs dun mime ter'-- 
tle qui réunis composent la moitié de sa tirconfér^hce \ déterminer h 
diamètre de ce cercle ? : -^ . 

Voici comment on en déduit la solution de ces deux problêmes : 

i,^ Soient O le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC; 
•oient OA^, OW • OC^ les perpendiculaires abaissées respectivement 
de ce centre sur les directions BC , CA, AB » de. ces trois côtés ; 
et supposons que ces perpendiculaires étant seules données , il soit 
question d'assigner la grandeur du rayon du cercle circonscrit. 
. Concevons que , sur les rayons OA , OB , OC , pris tour a tour 
pour diamètres , on décrive trois cercles ; ces cercle^ se couperont 
évidemment deux à deux aux trois points A^ , B^, O. Alors OA^ , 
OB^ , Ç>C deviendront des cordes d'arc3 de ces cerclés 1 mesurant 



(•) Voy. la pag. 65, 
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des angles respectivement doubles des angles OBA^ , OCB^.^ OAO» 
c'esl-à-dire , mesurant respectivement les angles B , C , A du trUn* 
gle dont il s'agit. Puis donc que ces trois angles sont mesures par 
une demi-circonférence , il s'ensuit que les trois droites OA^ , OB^ « 
OC^ , portées consécutivement comme cordes sur Tune ide nos trois 
circonférences , se trouveront en embrasser la moitié. Ainsi , U rajron 
du cercle cherché est le diamètre dun cercle dcms la moitié duquel 
peuî^ent être inscrites les trois longueurs données. On pourra donc , 
par \t problème de Kewton « assigner la longueur du rayon du cer- 
cle circonscrit au triangle dont il s'agit ; et dès lors la détermi- 
nation èts longueurs de ses côtés n'offrira plus aucune difficulté* 

2.^ Soit, en second lieu, O le centre du cercle inscrit à un 
triangle ABC ; soient donniées les trois longueurs OA , OB t OC p 
et qu'il soit question de déterminer le rayon du cercle*. 

Soient 'A^.« JS^ , C' les. points de contact respectifs de c^ cercle 
avec les côtés BC , ÇA, AB du triangle; soient iqenées B^Vi 
C'A^ , A-'B^ , coupant respectivement OA, OB , OC, ea A'^ B'^ , 
f^'. Si , sur QA^ , OB' « OG^ « pris tour à tour pour diamètres, <m 
décrit trois cercles , ces cercles se couperont ^den^ à disiix. au^ 
points A^' , B'> , O* ; et OA^ , OB^^, OC^' «eront Ijsa longueur^ 
de trois cordes de l'un d'eux « dont les arcs composeront ^fitra 
eux la' moitié de sa circOnférenGe* 

Cela posé , soient faits 

OA:=7a , 0Bs5* , DC«e ^ OA'sOB'^OC'sr i 

il en résulterai 

lÔÎT « OB 6 ^C e ' 

or , puisque les trois corde» 
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r> r» y» 

f "7" > * "~ » 

a 6 c 



sont inscriptîbles à un demi-cercle dont le diamètre est r , les 
trois cordes 

A- A- A- 

a 6 c 

doivent être înscriptibles , quel qufe soit ) , i un demi-cercle ayant 
>r pour diamètre. Prenant donc A= — , A étant une longueur ar- 
bitraire , nous pouvons dire que les trois cordes de longueur connue 

A» A> A* 

~ > "7" f "" > 
a 6 £ 

A* 
sont înscriptibles i un demi-cercle dont le diamètre est — . Ayant 

donc déterminé , par le problème de Newton , ce diamètre d , nous 

aurons d^ — ; d'où r= — ; nous aurons donc , de la sorte , le 
r d 

rayon du cercle inscrit au triangle dont il s*agit, et dès lors la 

détermination de la longueur de ses côtés n'offrira plus de diflScuUé. 

Rennes, le aS juin i83o. 



QU£8TIO]VS PROPOSÉES. 

Théorème de géométrie. 

JjA. somme des distances de chacun des points d*une parabole i 
son foyer et à une perpendiculaire fixe à Taxe de la courbe est 
une quantité constante. 
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lOI 



AUfALYSE ELÊMEl^TAIRE. 

Résolution de quelques cas de ïéquation à 

deux ternies ; 

Par M. Lenthéric , docteur es sciences , professeur au 
collège royal de Montpellier. 



WWWWXjVWVWVWVWWV 



1. V-/N a appelé équation a deux termes toule équation à une in- 
connue qui ne renferme qu'une seule puissance' de cette inconnue , 
et dont la forme générale est conséquemment 

^j-+J5=o , 

où il est permis de supposer les nombres A et B entiers et le 
premier positif, tandis que le second peut être indislinctemenl po- 
sitif ou négatif (*). 



(^) Les équations à deux termes ont leurs analogues dans les problèmes \ 
plusieurs inconnues ; ce que les auteurs d*c'lcmens ne devraient pas , ce nous 
semble , négliger de faire remarquer. On peut avoir , par exemple , entre x 
et y , les deux équations 

lesquelles , par Télimination de j" , donnent Téquation à deux termes en x 

J. D. G. 
Tom. XXI , n.« 4 , i/^ octobre i83o. i4 
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2. Sî Ton fait — =IîIP, de manière que Prcprcsenrc constam- 

ment un nomore posilif , et sî p est la racine w.*'"" arilhmélique 
de ce nombre, Tc^uation prendra la formç 

Posant alors /rz:/?.r , substîluant et divisant par />"• , on aura 

:r'"IjIi==o . 

Equation qui rt^pond au problème où il s'agirait d'extraire la ra- 
cine m.'""* de ±\ ; de sorte que Texlraction de la racine m.'*"" de 
quelque nombre que ce soit , et par suite la résolution de toute 
équation à deux termes , se réduit toujours finalement à extraire 
une racine arithmétique d'un nombre posilif, et à multiplier tour à 
tour celte racine par toutes les valeurs de la racine m.*'"* de Ifli» 

3, On sait, par la théorie générale des équations, que ces ra- 
cines , au nombre de m , sont toutes inégales. On sait même , 
depuis long-temps, les exprimer, sous forme finie, par des fonc- 
tions circulaires ; et cette manière de les représenter prouve ,. quand 
bien même on ne le saurait pas d'ailleurs, que, lorsqu'elles sont 
imaginaires , elles peuvent être rangées par couples, comprises dans 
la formule tf^i^/^, oii a et A sont des quantités réelles. Dans 
des temps plus voisins de nous , Lagrange , mettant à profit les 
savantes théories de M. Gauss , a prouvé ( Résolut, des équat. nu-^ 
mérlques , 2.™' édit. , note XIV) que cts mêmes racines étaient 
toujours exprimables algébriquement sous forme finie. Tout ce que 
nous nous proposons ici est simplement d'indiquer des procédés élé- 
mentaires et uniformes pour obtenir les expressions de ces raci- 
nes , dans les cas les plus aises à traiter. Mais rappelons d'abord 
quelques principes généraux propres à nous guider sûrement dans 
cette recherche. 
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4* Ijorsque m est un nombre impair , les racines des deux équa- 
tions 

oT — 1=0 , ar^i'=o , 

ne difiTèrent uniquement les unes des autres que par le signe; car 
alors on peut passer d'une équation à Tautre , en changeant sim- 
plement X en —a:. 

Si m est un nombre impairement pair , les racines de Tune de 
de ces équations ne seront que les racines de Tautre multipliées 
par \/^; car alors on passera d'une équation à Tautre par le 
simple changement de x en x^'^. 

Si m est un nombre pair de la forme 4(2w+i) , les racines de 
Tune des équations ne différeront de celles de Tautre que par le 
facteur y"^i ; car alors le passage d'une équation à Tautre pourra 
s'opérer par Je simple changement de x en x^ -^i. 

Généralement , si m est un nombre pair de la forme 

2*(2n+i) , 

les racines de la seconde équation se déduiront de celles de la 

première , en multipliant celles-ci par ^/ — 1 ; car alors la première 
équation devient la seconde en y changeant simplement x en 
2* 

X |/— I- 

Le premier pas à faire dans la recherche qui nous occupe est 
donc de saVoir d'abord ce que valent les multiplicateurs successifs 

—I , V^— I f /— 1 • v/— 1 ' /-"* ' V—ï ' •••• 

Pour y parvenir, remarquons d'abord que chacun d'eux étant la 
racine quarrée du précédent , tout se réduit à savoir passer de 



k 



. ^*+V. 



»/--i ^ jL/ ^\ 
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Supposons donc qu'on ait trouvé 

a ci b dlanl deux quantités réelles, on aura 

Posons donc 

d'où , en quarranl , 

ce qui donnera , en égalant séparéoient le réel et rimaginairc , 

a:* — y=a , nxjr^zb ; 

en extrayant la racine quarrée de la somme des quarrés de ces 
deux équations » on aura 

cela donnera 

et conséquemment 



ce qui donnera , en substituant , 

3*-^"/ / 7= I ^ == === ? 
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au moyen de celte formule générale , cl en observant que, pour 
le premier terme de notre série de racines , on a a-= — i et ô=;o, 
tandis que, pour le second , on.a a=:o et 6=1 , on trouvera suc-< 
cessivement 



au moyen de ces résultats , nous n'avons plus à nous occuper que 
de la riccherche de$ rapines de Téquatioa 

a:" — 1=0 ; 

5. Si a est une racine de cette équation dl' en sera une aussi , 
quel que soit le nombre entier positif p^ £n efFet , à cause que a 
est racine 

or=i , d'où a'"''=((x^)"r=:i et (o^)"*— -1=0 » 

ce qui prouve la proposition annoncée. 

Si , de plus, m est un nombre premier, et que a soit différent 
de Tunité , la totalité des racines de la prpposée ser4 



•' 



En effet , d'abord , par ce qui précède , chaque terme de cette 
suite sera une racine de Téquation dont 'il s'agit ; en outre elle 
pe pourra renfermer deux iermqs égaux ; car 31 , par exemple » 
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on pouvait avoir o/'zzra^ , avec q<p cl p<m , il en résullerait 
a'"^^:! , avec la concHiiou p — (]<ni , et , comme on a aussi a^^xi , 
il s'ensuivrait que les équalions 

af* — 1=0 , x^'^f — 1=0 , 

devrait avoir une racine commune, autre que runité , et conscî- 
qucmmcnt un fadeur commun différent de x-— i , ce qui est im- 
possible , lorsque m est premier cl qu'on vl p — //<m. 

6. Si m est le produit de deux fadeurs premiers a et i et que 
a et ^ soient respcdivcment des racines des équations 

x^ — 1=0 , :r* — 1=0 , 

différenlcs de Tunilc; les racines de Téqualion j:* — i=o seront 
tous les termes du produit 

('+«+«*+ +a-.)(,4.|î4|5'4. +/i.-) . 

En effet, d'abord, ces termes seront au nombre de ab=m ; en 
second lieu , ils seront tous inégaux ; enfin un quelconque des 
termes de ce produit étant de la forme a^p^ ; comme on a (5) 

(aO'=a''-=i , (/î^)*=/s^=i , ^ 

on aura aussi 

d'où , en multipliant , 

ce qui prouve que a''. (5^ est racine de Téqualion. 

En raisonnant de la même manière il sera facile de prouver 

que, généralement, si Ton a m = a,b,c > a^h,c^ étant 

des nombres premiers tous différens les uns des autres , et que 
a,|3,y, soient respectivement des racines des équations 

or'— 1=0 , a-*— 1=0 , X' — 1=0 , 
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difTérenles de Tunîté , les racines de la proposée seront les ter- 
mes du produit 

(i+a-|-a*+..-+«— )(«H-^+^'+-.+A*-)(i+V+/+-+>—)-- 



7. Ces choses ainsi entendues , soit d*abord m = i ; les équation» 
à résoudre seront 

jr — 1 = , a:-j-i=o ; 
lesquelles donnent immédiatement 

8. Soit I en second lieu , m=2 ; les équations à résoudre seront 

a;' — 1=50 , ar'+i=îo ; 

la première revient a 

(ar— i)(j:+i)*=o 9 
qui donne (7) 

x=+i , ar= — I ; 

les racines de Tautre seront donc (4) 

9. Soit ensuite m=3 ; les équations à résoudre seront 

la première revient à 

(or— i)(x'4-^+i)=0 ; 
et donne conséquemment 
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j;z=+i , ^=ï(-i±\/3.v/^) ; 

les racines de Taulre seront donc (4) 

a:=--i , a:=i.(i^/3./^) . 

10. Soit m = 4 9 I<^s équations à résoudre seront 

j:* — i=o , jr*+i = o ; 

la première revient à 

(x'— i)(x'+i) = o , 
et donne (8) 

les racines de l'autre seront donc (4) 

j:=:+^(v/â±v/Tv:=7) , ^=— i(/r±i/lV^) • 

11. Soit 772=5; les équations à résoudre seront 

0:^—1=0 , ar*+i=o ; 
la première revient a 

(x— i)(j:*+ar'+^+^+ï)=o / • 

qui donne d*abord la racine + 1 , tandis que ses quatre autres ra- 
cines sont données par une équation réciproque qui peut êlre 
écrite ainsi 

posant alors 
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xA srr , d'où x*H =y — 2 : 

il viendra , en substiluant , 

d'oà on tirera 



«t par suite 

mais Tëqualion de relation entre jr et ^ donne 



en subsiiluânt donc pour y et y^ — 4 leurs valeurs , on trouTcra 
finalement , pour les cinq racines de la proposée , 

^=ï((— »-V/5)±v/a(5-Vl)V->) î 
les cinq racines de Taulre équation seront donc (4) 



^=T((»+V^5)±v/a(5-Vi)V-i} . 
12. Soit nis=6 ; les équations à résoudre seront 

X*— 1=0 , **+i=p ; 

la première revient à 

Tom. XXI. i5 
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(:r'-.i)(:r»+i)=o , 
tt donne (g) 

^=i(+i±v/3.\/^) ; 

les racines de l'autre seront donc (4) 

i3. Dans le dessein où nous sommes de ne considérer que les 
formules qui ne contiennent pas de radicaux des degrés supérieurs 
au second , nous passerons de suite ^ la supposition de /7i:^8 ; 
les équations à résoudre seront ainsi' 

or^— i=o , a;'+i=o ; 

la première revient à 

(ar»_,)(ar*+i) = o ; 

et donne (lo) pour ses racines 

x=±i , ^=+T(/^±/rV=r) ; 

les racines de l'autre seront donc (4) 
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i4- Pour les mêmes raisons que ci-dessus , nous passerons de 
5uite à la supposition mssio ; les équations à résoudre seront ainsi 

la première revient k 

cl donne (ii) pour ses racines 

^=+i{(ï~A/5)±*/î(5+vi).*/.rr} . 

les racines de l'autre seront donc (4) 

4:=— i{^/2(5+V7)±(»-|/5).|/^) , 



x=+i{K'^(5=vî)±(»+^/5).^::^} 

i5. Soit 771=12 ; les équations à résoudre seront 
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ar"— 1=50 ; x"-|-xs=o ; 

la première revient à 

(ar«— i)(x«+i)ao ," 

donc les racines sont (12) 

les racines de Tautrc seront donc (4) 
a:=+4(^â±|/^â.K^ , a:=-|{(//I+^6)±(^â-|/6)|/-=I} ; 

^=^-i{(//»-//6)±(f/r+^/B)K'-i} ; 

i6. Soit mm 5; les ëqualions à résoudre seront 
x^^ — 1=0 , ar"^4-i5=0 . 

Les racines de la première s'obtiendront (6) en multipliant deux 
à deux, de toutes les manières possibles, les laclnes des deux 
équations 
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ce qui donnera (9) et (11) , 

^=— i{(i-*-^^s)±|/l(5:=V?)K'=i'} , 

* = «{[» +l^-;/6(5-vT)J±[(»+//5)K3-4-|/a(5-VJ)J ^=^1 ' 

^=ï{[i-^5-|/6(5+Vj-)J±[(i— |/5)//3+//a(3+V?)];/^} • 

Quant aux racines de Tauire équation , comme elles ne différent (4) 
de celles-ci que par le signe , nous nous dispenserons de les écrire. 
17. Soit encore m=i6; les équations à résoudre seront 

a:'* — isso , ar'«4-i=o ; 
la première revient à 

(;r«-i)(a.o+î)=o ; 
dont les racines sont (i3) 

^==+f(K'>±^à.|/=^ . .r=+l(|/ï=vJ±^q:VÎ.^Z7) ; 
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les racines de Taulre seront donc (4) 



^=^+i(^^2+Ka+Vï±•2— Ka+Vi-^^ 'f 



0:=— .l(|/a-j-^â+Vi3tv/2~Ka^VîV=ï) ; • 



^=+î(\/2— f/a+V*±V^2+Ka4.V»-^-0 t 



0:=— ^(v/2— Ka+V»±V/2+^a+V*-/— t 



ar=:+^(/2+K^:::Vï±/2— K:i— V»-^--^ ' 



:r=s— ^(v/'2-*-Ka— Vï±/2— ^^— Vî-^^ » 



a:=+7(v/2— Ka-V»±V'^+^^— V»*^— «) » 



i8. Lorsque mssiy , les racines sont encore exprimables pa^ 
des radicaux du second degré ; mais les moyens de les obtenir ^ 
dans ce cas , sortent tout à fait des élémens , et tout ce qu*oa 
peut faire alors en s'y renfermant , est de faire dépendre la re- 
clierche de ces racines de la résolution d'une équation complète 
du huitième degré. Il serait fort désirable que Ton découvrît quel- 
que procédé bien simple et bien uniforme pour résoudre toutes 
les équations à deux termes dans lesquelles l'exposant de Tincon-* 
nue est un quelconque des nombres de la série ^ 



I , 2 , 3 , 5 , 17 , 257 , 65537 » 
c'est-à-dire un des nombres de la série 

a 1 

I , 1+2 , i+a* , 1+3' , 1+2* , 
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19. Toutefois f avec les résultats que nous venons d*obfenir , il 
tsi facile « sans beaucoup de calcul , d'en obtenir un^ multitude 
d*aulres d*un ordre beaucoup plus élevé. Qu'il soit question, par 
exemple , de résoudre Téquation 



a:"«— 1=0 



9 



on la mettra d'abord sous cette forme . 

(x6*>— i)(j;«^4-i)=o ; 

ee qui ramènera la question à résoudre les deux équationi 

a:*®— .1=0 , a:««-[-i=o , 

ou plutôt la première seulement ; les racines de l'autre se dédui-* 
sant des siennes (4) , en multipliant celles-ci par j(i + f^^)Ka. 
Cette première équation peut , à son tour , être mise sous cette 
forme 

ce qui réduit le problème à résoudre les deux équations 

X**— 1=:0 , ar'^+iz=:0 , 

ou plutôt la première seulement ; les racines de l'autre se dédui- 
sant des siennes en les multipliant (4) par K^^. Cette première 
équation revient , à son tour , à 

(ar'5^i)(jr»5^i)=so ; 

ee qui réduit le problème à la résolution des deux équations 

j;*^— i=:o , a;'*-^is=o 9 
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doiil nous avons déjà oblcna les racines (i6) , Icsnuellcs nous 
ayons vu ne dépendre que de celles des deux équations 

:r'— 1=0 , a:^— irro ; 

de sorte que c'est à la resolution de ces deux dernières que se 
réduit finalement celle de Téquation 

jr"*>— .1=0 • 

Les racines de cette dernière , une fois obtenues , en les multi* 
pliant (4) par 



on obtiendra celles de Téquation 

on aura donc aussi celles de Téquation 

(j:'*^— i)(a:"^+i)=o , 
c'est-à-dire , celles de Téquation 
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AR1TH1I1ETI<2UE. 

Sur un complément que réclament les élémens 

du calcul; 

Par M. Gergonne. 

MW\t>M\tW\l\tW\X\X\fM>\ 

jjjXPRlMER exactement , par une fraction , une grandeur moindre 
que son unité de mesure est un problème qui , lorsqu'il est 
possible , est susceptible d'une infinité de solutions , puisque , lors- 
<}u'on a obtenu une fraction qui le résout , cette fraction ne change 
pas de valeur en multiplant ses deux termes par quelque nombre 
entier que ce puisse être. 

Réduire des fractions proposées au même dénominateur est éga- 
lement un problème susceptible d'une infinité de solutions , puis* 
que , dès que , par quelque procédé que ce puisse être , on est 
parvenu à amener les fractions proposées à cette forme , elles la 
conservent encore lorsqu'on multiplie les deux termes de chacune 
d'elles par un même nombre quelconque. 

Or , la raison dit , que toutes les fois qu'un problème peut être 
résolu de plusieurs manières , et qu'une seule de ses solutions est 
demandée , c'est à la plus simple de toutes qu'on doit donner la 
préférence. Lors donc qu'on propose , soit d'exprimer en fraction 
une grandeur moindre que l'unité ; soit de réduire au même dé- 
nominateur des fractions données , on est raisonnablement fondé 
à exiger que , dans l'un comme dans l'autre cas , les fractions aux« 
quelles on parviendra soient exprimées aussi simplement que la na* 
tare du problème pourra le comporter. 

Tom. XXI. i6 
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C'est là ce qu'on fait , en effet, lorsqu'il s'agît d'exprimer etW 
fraction une grandeur moindre queTunitë, ou, ce qui revient au 
même , lorsqu'il s'agit d'exprîiner numériquement le rapport en- 
tre deux grandeurs homogènes ; et c'est même très-probablement 
le désir d'exprimer constamment ce rapport de la manière la plus 
simple qui a donné naissance à la théorie du plus grand commun 
diviseur , dont les besoins de la géométrie et de l'analyse ont fait 
étendre ensuite les applications à deux lignes droites , à deux arca 
de même rayons et enfin à deux polynômes. 

Mais on peut aussi avoir à exprimer le rapport entre plus de 
deux grandeurs homogènes , et désirer également d'obtenir ce rap- 
port sous la forme la plus simple ; or , les élémens , même le* 
plus complets, demeurent tout à fait muets sur la manière de ré- 
soudre ce problème. 

En outre , la méthode que l'on donne , dans tous les traités , 
conime méthode normale , pour la réduction des fractions au même 
dénominateur , est rarement propre à donner les fractions trans-^ 
formées sous la forme la plus simple. A la vérité, dans plusieurs 
de ces ouvrages , on fait remarquer que souvent la forme parti-. 
culière des fractions proposées permet d'obtenir des fractions plus 
simples que celles auxquelles conduit l'application du procédé or^- 
dinalre ; mais , au lieu de donner sur ce sujet des préceptes gé- 
néraux , on se borne , pour Tordinàîre , à un exemple unique , 
et on se repose , pour le surplus , sur l'adresse et l'intelligence 
du calculateur. 

Étrange bizarrerie ; on réprimanderait durement un élève qui 
annoncerait , comme résultat final de quelque recherche , que 
deux longueurs proposées sont entre elles comme les nombres 
78897 et 82654 i attendu que le rapport entre ces deux nombres 
peut être remplacé par le rapport plus simple de 21 à 22 ; et , 
bien que le rapport entre les trois nombres 78897 , 82654 1 1 1 1265 ,• 
puisse également être remplacé par le rapport plus simple entre 
les trois nombres 4^4 1 » 4^^^ t 6545, on ne saurait néanmoins 
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faire aurcin teproclie fondé à ce même élève si , au lieu de dire 
que trois longueurs sont entre elles comme ces trois derniers nom- 
bres , il disait quelles sont entre elles dans le rapport des trois 
premiers , attendu qu'on ne donne nulle part des préceptes qui 
enseignent à passer des uns aux autres. 

' Pareillement on accuserait à bon droit un élève d*être bien peu 
familier avec la science des nombres , s'il disait d*une longueur 

qu'elle est les ^ de son unité , parce qu'en effet cette frac- 

tion peut être remplacée par la fraction très-simple -— - ; mais si , 

i5 

ayant à réduire au même dénominateur les trois fractions — , 

— , -i , il donnait comme fractions transformées , au lieu des frac- 
aï 35 ■ 

. , 98 »oo loa , - . _ ^ 

tions assez simples — — , — - , — - , les fractions compliquées 
* lOD io5 io5 * ^ 

- I02CK> loSoO 10710 .11 . , . 

— • r- , — —r » " ^ encourafit aucun reproche , parce 

iioaS iioao iioao * * 

qu'en effet ce sont les trois dernières que donne l'application du 

seul procédé que Ton enseigne complètement dans les livres. 

On dira peut-être qu'un élève tant soit peu exercé et înlclligent 
saura bientôt comment il faut s'y prendre pour réduire des frac- 
tions au même dénominateur aux moins de frais possible , et je 
yeux bien l'accorder pour le moment; mais un élève tant soit peu 
exercé et intelligent saura bientôt aussi réduire une fraction à son 
expression la plus simple ; et pourtant on ne se croit pas pour cela 
' dispensé d'enseigner cette réduction dans les livres d'arithmétique. 
D'ailleurs ceux qui étudient sont loin d'être tous intclligens , et 
c'est pour le plus grand nombre des lecteurs que les élémens doi- 
vent être écrits. 

Dira-t-on qu'après tout , lorsqu'on a besoin d'ajouter ou même 
seulement de comparer entre elles plusieurs fractions , l'essentiel 
est uniquement de les amener à avoir un même dénominateur , 
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quel qu'il soîl , et qu'il importe assez peu d'ailleurs que ce de- 
nomioateur commun soit un peu plus grand ou un peu plus pe- 
tit ? Je veux bien encore , pour le moment , faire cette conces- 
sion ; mais ne sera-t-on pas dès lors contraint de m'accorder aussi 
que , lorsqu'il s'agit d'exprimer par une fraction une quantité moin-* 
dre que Tunilé , l'essentiel est uniquement que cette fraction en 
soit l'expression exacte» et qu'il importe assez peu d'ailleurs que 
ses deux termes soient un peu plus grands ou un peu plus pe- 
tits? Et ne voilà-t-il pas dès lors Tart de réduire les fractions à 
leurs moindres termes , et conséquemment la théorie du plus grand 
commun diviseur , d'où cette réduction dépend , qui devront être 
considérés comme des superfluités qu'on pourra , sans grave in- 
convénient f bannir des élémens. 

Mais , objectcra-t-on , en ne réduisant pas constamment les 
fractions à leurs moindres termes « on courrait souvent le risque 
d*introduire dans les équations des racines qui leur seraient étran- 
gères. Si y par exemple » on admettait , sans simplification , Vé^ 

quatioa 

«5— 5x+6 



a;»-4*+3 



= 6 , 



en chassant le dénominateur , transposant et réduisant , il en ré- 
sulterait l'équation du second degré 

Sx^ — i9.r-f-i2 = o ; 

tandis qu'en réduisant préalablement à ses moindres termes la frac- 
tion qui forme le premier membre de l'équation proposée , celte 
équation devient simplement 

rc— I 

qui donne , en chassant le dénominateur , transposant et réduisant , 
la simple équation du pretnier degré 
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qui €st la véritable équation du problèmt. 

Je me rends très-volontiers à celte objection ; j'accorde que toute 

négligence de calcul » dont Teffet peut être d'introduire dans une 

équation des racines qui lui soient étrangères , est une faute aia« 

jeure qu'on ne saurait tolérer , et j'en tire une nouvelle preuve 

.«n faveur de la thèse que je défends. Soit , en effet» Téquation 

? .+ 1 + : =6 ; 

tn réduisant au même dénominateur , par la méthode réputée nor-» 
maie , les trois fractions dont se compose son premier membre » 

. et prenant ensuite la somme des fractions transformées » elle de*^ 

. yient , en divisant par 2 , 

3a;4^— 25x^+753?*— 'gSrB+^a .^i • 



rB*— 1 aaj^^-SSa;*— 144^^+ 1 gSo?'— 1 3aa;+a6 

4*où y en chassant le dénominateur , transposant et réduisant ;. 

Sj:*— 120:'+ i7i"îP* — 4o7or'-|-5o4o:*— 3oiar+66=so . 

Mais y suivant le procédé réputé exceptioni^el , on réduit au5si 
au même dénominateur les trois fractions qui forment le premier 
membre de la proposée , en multipliant les deux termes de la 
première par x — 3 , ceux de la seconde par x — 2 ^ et ceux de 
la troisième par jr— i. Prenant alors la somme de ces fractions, 
il viendra , en divisant par 2 » 

^"•"7 =3; 



a;5— 6jc*'+- 1 1 X— 6 

d'où en chassant le dénominateur , transposant et réduisant « 
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3ar' — i8:r*+3oa:— 11=0 ; 

Térifable équation du problème y qai n'est que du troisième de*» 
gré seulement ; de sorte que , par l'effet de Tapplication du pre- 
mier des deux procédés , trois racines étrangères ont élc introduites. 

C'est donc en Tain qu'on tenterait de se dissimuler qu'il y a 
sur ce point , dans les élémens , une omission grave , une lacune 
manifeste qui , sans doute , aurait été remplie depuis long-temps si 
Ton n'avait pas la mauvaise habitude de faire des livres avec d'au^ 
très livres , et d'écrire plutôt sous la dictée de la routine que sous 
l'inspiration de la philosophie. Il y a déjà plus de trente ans que; 
choqué de cette omission , je me suis attaché à y suppléer dans 
mon enseignement. Si jusqu'ici je n'en ai rien écrit, c'est que }a 
disparate me semblait tellement choquante , et en même temps 
si facile à corriger , que j'espérais toujours que , dâhs quelqu'un des 
nombreux traités élémentaires qui ont paru depuis cette époque , 
on songerait enfin à y porter remède. Constamment trompé dans mort 
attente , je me résigne enfin , à regret , à faire ici moi-même ce 
que j'aurais préféré voir faire par quelqu'un ayant autorité dans bt 
science. 

Ce qu'on va lire sur ce sujet est , pour le fond , une des no* 
tes que j'avais rédigées , en i8o3 , pour une traduction des Dis- 
quisiiiones arithmeticœ de M. Gauss , dont je m'occupais alors, et 
que la publication de celle de M. PouUet-Delisle m'a fait ensuite 
abandonner. 

ï. J'appelle Jmsâur d'un nombre , tout autre nombre qui se 
trouve contenu dans celui-là un nombre de fois exactement. Ainsi , 
par exemple , 4 ^^^ diviseur de 12, parce que 12 le contient trois 
fois exactement. 

2. J'appelle dwidende d'un nombre , tout autre nombre qui con* 
tient celui-là un nombre de fois exactement. Ainsi , par exemple t 
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t2 est dividende^ de 4 t parce qae 4 7 est conttna trois fois. 

3. On voit qu ici les mots diviseur et dividende sont employée 
tous une acception plus restreinte que celle qu'on y attache com- 
munément. On \oit aussi que si, de deux nombres, le premier 
est diviseur du second , le second sera nécessairem^^nt dividende 
du premier , et réciproquement. 

4- Tout nombre a toujours au moins deux diviseurs ; savoir : 
l'unité et lui-même. Un nombre peut n'avoir que ces seuls divi- 
seurs I comme il peut fort bien en avoir d'autres , toujours com- 
pris entre ces deux-là. Par exemple , 5 n'a d'autres diviseurs que 
I et 5 ; tandis que 6 , outre les diviseurs i et 6 , a encore les 
deux diviseurs 2 et 3. 

5. Un nombre a toujours une infinité de dividendes , dont le 
plus petit est ce nombre lui-même. Les autres en sont les mul- 
tiples à l'infini. 

6. Un nombre est dit diviseur commun à plusieurs autres , lors- 
qu'il est, en particulier, diviseur de chacun d'eux. Tel est, par 
ei^emple , le nombre 6 , par rapport auk trois nombres 24 ', 4^f ^O. 

7. Un nombre est dit dii^idende commun à plusieurs autres ^ 
lorsqu'il est, en particulier, dividende de chacun d'eux. Tel est, par 
exemple , le nombre 60 , par rapport aux trois nombres 10 , 12 , i5. 

8. Des nombres , pris au hasard , ont toujours au moinss 
l'unité pour diviseur commun. Ils peuvent n'avoir que ce seul 
diviseur commun , comme ils peuvent aussi fort bien, en avoir 
d'autres , dont aucun d'ailleurs ne saurait (4) être plus grand que 
le plus petit d'entre eux. D*où l'on voit que le nombre des di- 
viseurs communs , à plusieurs nombres proposés , est nécessairement 
limité , et qu'il en est tçujours un qui est le plus grand de tous. 
Tel est , par exemple , le nombre 6 , par rapport aux trois nom** 

bres 24 f 4^ » ^o* 

9. Des nombres , pris au h^isard , ont toujours une infinité 
de dividendes communs ; car de ce nombre sont leur produit 
çt tous &ts multiples. Mais ils peuvent souvent en avoir de 
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plus petifs que leur produit . lesquels tourefoîs ne sauraient (5) 
être moindres que le plus grand d'entre eux. D*où Ton ¥o!t que , 
parmi les dividendes communs à plusieurs nombres , il en est 
toujours un qui est le plus pelit de tous. Tel est, par exemple» 
lé nombre 6cm P^^ rapport aux nombres lo , 12 , i5. 

10. Des nombres sont dits premiers entre eux , lorsqu'ils n'ont 
d'autres diviseurs communs que l'unité. Tels sont, par exemple i 
les quatre nombres 24 1 25 , 27 , 3o. 

11. THÉORÈME. Si^ en dUisant plusieurs nombres donnés par 
un de leurs dii^iseurs communs , on obtient des çuotiens qui ne soient 
pas premiers entre eux ; ces nombres auront au moins un autre di-^ 
çiseur commun , plus grand que celui-là. 

Démonstration. Soit </ un diviseur commun aux nombres G^ H ^ 

K ^ 7\ £/, V ^ dont la division , par ce diviseur , donne le» 

quotiens y non premiers entre eux, ^, AS, Ad, .... /j, uh^vh\ 
on aura ainsi 

C=gdi, H=hdi, K=kdè T^idè , U=iudi . F=$^diî. 

or , si Ton pose dè'=D'^d , on tirera de là 

£_ ^—h ——k ——t — — — — 

d'où l'on voit que D> J sera un autre diviseur commun , comme 
BOUS l'avions annonce. 

12. Donc, si l'on divise plusieurs nombres donnés par leur /i/i/^ 
grand dii^iseur commun , on obtiendra des quotiens premiers entré 
eux, car, s'il en était autrement , on prouverait (i i) qu'il existe 
un autre diviseur commun plus grand que celui-là. 

i3. THÉORÈME. Si, en divisant tour à tour plusieurs nombres 
donnés par deux de leurs diviseurs communs , ïun de ces diviseurs 
donne des quotiens premiers entre eux , celui-là sera nécessairement 
h plus grand des deux. 
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• Démonstration. Soient d et d^ deux diviseurs communs aux nom- 
bres G y H t K y T ^ U ^ y\ supposons qu'en les divisant par 

d on obtienne les quotiens respectifs^, A, A, t , u ^ v , et 

qu'en les divisant par d' on obtienne les quotiens respectifs g^ , 
y ^k ^ V y u' ^ i^' \ il en résultera 

C=j./=^J^, H=hd=^KiS, K=kà=l^J', .... T=td-=:ifiF , V=ud=uf(J^, V=9d^Qd^^ 
et par suite 

d*où Ton voit d'abord que les produits gd , hd ^ kd , td , ud ^ 

p'd^ doivent être tous divisibles par rf^, et doivent consénucmment 
contenir toutes les sortes de facteurs premiers de d , et au moins 
en même nombre que dans d' , pour chaque sorte. 

Mais si les quotiens g ^ h , k^ i ^ u ^ if sont premiers en- 
tre eux , aucun des facteurs premiers de d^ ne pourra se trouver 
à la fois dans tous ces quotiens ; aGn donc que les produits ^^, 

hd ^ kd j id ^ ud , vd soient tous divisibles par d^ , il faudra 

que toutes les sortes de facteurs premiers de d^ se trouvent dans 
d ^ et au moins en même nombre pour chaque sorte , ce qui don- 
nera d^d\ comme nous nous Tavions annoncé. On voit en ou- 
tre que d est multiple de d^. 

i4* Donc y deux diviseurs communs à plusieurs nombres ne sau- 
raient donner, Tun et l'autre , des quotiens premiers entre eux , 
car f s'il en «tait ainsi , on pourrait prouver du plus petit de ces 
diviseurs qu'il est plus grand que Tautre. 

i5. Donc si , en divisant plusieurs nombres par un de leurs 
diviseurs communs , on obtient des quotiens premiers entie eux « 
ce diviseur commun sera le plus grand de tous , car , s'il ne Té- 
lait pas , le plus grand diviseur commun donnerait aussi (12) des 
quotiens premiers entre eux ; ce qui est impossible par ce qui précède. 

17. THÉORÈME. Si t en divisant par plusieurs nombres donnés 
Tom. XXI. 17 
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un Je leurs dividendes communs , les quoiiens ne sont pas premiers 
entre eux , ces nombres auront au moins un autre dii^idendc com^ 
mun , plus petit que celui-là. 

Démonstration. Soit D un dividende commun aux nombres g^ 

h ^ky /, 1/ , (^, quî , divisant ce dividende , donnent les quo- 

tîcns non premiers entre eux CA, //A , K£^ , Tùk , C/A , Vùk\ 

ou aura ainsi 

D=zgGAz=hHA=kKA= tTA=uUA=$^FA ; 

or , si l'on pose — nzd^D , on tirera de là 

d=gG=hH=kK=z z=ztT^uU=vV ; 

d'où Ton voit que J<2) sera un autre dividende commun » comm^ 
nous l'avions annoncé. 

i8. Donc, si Ton divise par plusieurs nombres donnés leur plus 
petit dividende commun (*) , on obtiendra des quoiiens premiers en- 
tre eux , car , s'il en était autrement , on prouverait (17) qu il existe 
un autre dividende commun plus petit que celui-là. 

19. THÉORÈME, Si , en divisant tour à tour par plusieurs nom- 
bres donnés deux de leurs dividendes communs , fun de ces, divider^ 



(^) Dans la traduction de Touvrage de M. Gaass , mentionne' plus haat , 
j*avais hasardé de remplacer ces périphrases un peu longues : ptus grand di- 
viseur commun y ptus petit dividende commun , par ces autres périphrases un 
peu plus courtes et tout aussi expressives : diviseur maxime , dividende mi-- 
nime. J'étais jeune alors, et je croyais qu'il suffisait à une innovation que 
Ton proposait d*étre raisonnable pour la voir aussitôt accueillie. L*âge et Tez- 
périence ne m'ont que trop bien appris depuis que ce n*est pas du fond 
d'une province qu'on peut tenter d'opérer des réformes, et qu'il faut abso- 
lument habiter la capitale pour oser innover avec quelque chance de suc-- 
ces , ne fusse même que sur la figure des virgules. Plus timide encore que 
moi , M. Dclislea traduit l'expression minimus communis dividuus de M. Gauss 
par cette longue périphrase : pins petit nombre divisible ^ à la fois ^ par ^ été* 



Digitized by 



Google 



DES ELEMENS. 127 

des donne des quotlens premiers entre eux ^ celui-là sera nécessaire- 
ment le plus petit des deux. 

Démonstration. Soient D et /)' deux dividendes communs aux 
nombres g, h ^ k ^ ...... t ^ u , v ^ qui , divisant le premier, don- 
nent les quoîiens respeclifs G, //, K^ .... 1\ £/", V ^ et qui , di- 
visant le second, donnent les quoîiens respectifs G' , 7/' , A" , .... 
T .U* , V ; il en résultera 

D=gG=hH=:kK= ^tT^uV=içV , 

iy=zgGz=zhH'=:kK^^ ^tTfzzuU'=i^Vf , 

et , par suite , 

f^-G/ ^^^W ^^K^ .. ^-T l^-^U' J^-r/- 

d'où Ton voit d'abord que les produiis GU , HU , KIV , 77)% 

Uiy , f^D^ doivent êlrc tous divisibles par D , et doivent consé- 
quemment contenir toutes les sortes de facteurs premiers de D , 
et au moins en même nombre que dans D , pour chaque sorte. 

Mais si les quotiens G, //, AT, T , £/*, V sont premiers' 

entre eux , aucun des facteurs premiers de D ne pourra se trou- 
ver à la fois dans tous ces quotiens ; afin donc que les produits 

GD^ , HD' , KD' TD' , UD' , VD' soient tous divisibles par 

D , il faudra que toutes les sortes de facteurs premiers de D se 
trouvent dans D' , et au moins en même nombre pour chaque 
sorte, ce qui donnera D^D^ , comme nous Tavions annonce. 

20. Donc deux dividendes communs à plusieurs nombres ne sau- 
raient donner l'un et Taulre des quotiens premiers entre eux , car , s'il 
en était ainsi , on pourrait prouver du plus grand de ces divi- 
dendes qu'il est plus petit que l'autre. 

21. Donc si, eu divisant par plusieurs nombres un de leurs di- 
videndes communs , on obtient des quotiens premiers entre eux , 
ce dividende commun sera le plus petit de tous, car, s'il ne l'é- 
tait pas , le plus petit dividende commun donnerait aussi (18) des 
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quotlens premiers entre eux, ce qui est impossible par ce qui prë- 

cède. 

22. THÉORÈME* Le plus grand dUiseur commun à plusieurs nom-^ 
bres ne change pas lorsqu'on remplace deux quelconques d'entre 
eux par leur plus grand diviseur commun. 

Démonstration. Soient G ^ /T, K, T ^ U ^ V des nombres 

donnes ; il s'agit de prouver que , si D est le plus grand diviseur 
commun à L^ et V ^ et que d spit le plus grand diviseur commun 
à G ^ II , K , 7", D; j sera aussi le plus grand diviseur com- 
mun aux nombres proposés. 

Soient y en effet, u t^ v les quotiens qu^on obtient en divisant 
U et f^ par D; ces quotiens seront (12) premiers entre eux , et 
Ton aura 

U=uli , r=^2) . 

Soient , en outre , ^ , A , A: , .... ^, ^ , les quotiens qu*on obtient 
en divisint respectivement G j H , K, 7', D par S ; ces quo- 
tiens seront également premiers entre eux , et l'on aura 

G==g$ , II=hS , K=kS , r=rô , D=di ; 

de là on conclura 

7 =^' T='^' T=*' 7='' 7="^» 7=^^' 

or , aucun des facteurs premiers communs k g y h , k , ^,si 

toutefois il en existe de tels, ne pourra se trouver dans d , qui 
est premier avec Tensemble de ces nombres ; il ne pourra davan- 
tage se trouver à la fois dans 1/ et t' , qui sont premiers entre eux ; 
donc , aucun de ces facteurs premiers ne pourra se trouver a la 
fois dans ud et i>d \ donc , en divisant les nombres proposés p^r 
S , on obtient des quotiens premiers entre eux ; donc enfin S est 
(i5) , comme nous l'avions annoncé, le plus grand diviseur com- 
mun à tous ces nombres. 

23. Si donc Ton sait seulement déterminer le plus grand divi-^ 
scur commun à deux nombres proposés , on pourra toujours ré- 
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duîre à un de moins tant de nombres qu'on voudra , dont on aura 
a chercher le plus grand diviseur commun ; on pourra donc^ de 
proche en proche , réduire ces nombres à deux seulement* 

25. THEOREME. Le plus petit dUidende commun à plusieurs 
nombres ne change pas lorsqu'on remplace deux quelconques den^ 
tre eux par leur plus petit dis^idende commun. 

Démonstration. Soient g ^ h ^ k ^ i , u , p des nombres don- 
nes ; il s*agit de prouver que , si d est le plus pellt dividende conv- 
mun à a et p , et que A soit le plus petit dividende commun à 

g , h , i, t , d ; A sera aussi le plus petit dividende com-* 

mun aux nombres proposés. 

Soient , en effet ^ U ei V l'es quotlens qu'on obtient en divi- 
sant d par 1/ et f' ; ces quotlens seront (i8) premiers entre eux , 
et Ton aura 

d=uV=i^r . 

Soient , en outre, G , //, AT, ...... T^ D lies quotiens qu*on ob- 
tient en divisant respectivement A par g p h ^ k , t * d ; ces. 

quotiens seront également premiers entre eux , et Ton aura 

A=gG=JiH^iK= z=ztT=dD ; 

de là on conclura 

^=G. t^H, ^=K ^=r, ±=:UD, t^m. 

g h k t u Q 

or, aurun des facteurs premiers communs à G , JET, K ^ T ^ 

si toutefois il en existe de tels , ne pourra se trouver dans D « 
qui est premier avec Tensemble de ces nombres ; il ne pourra da- 
vantage se trouver dans U ei f^ qui sont premiers entre eux ; 
donc , aucun de ces facteurs premiers ne pourra se trouver , à la 
fois ,' dans UD et FD ; donc , en divisant A par les nombres pro- 
posés , on obtient des quotlens premiers entre eux ; donc enfin (ai) 
A est , comme nous Tavions annoncé , le plus petit dividende 
commun à tous ces nombres* 
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26. SI donc Ton sait seulement dclerminer le plus petit divi- 
dende commun à deux nombres proposés , on pourra toujours ré- 
duire à un de moins tant de nombres qu'on voudra , dont on aura 
à chercher le plus petit dividende commun ; on pourra donc , de 
proche en proche , réduire ces nombres à deux seulement. 

27. 71IÉ0REME. Le quotient de la dit^ision du produit de deux 
nombres par leur plus grand diviseur commun est leur plus petit di- 
vidende commun. 

Démonstration, Soient G et H deux nombres dont d soit le plus 

grand diviseur commun ; il s'agit de prouver que , si Ton a =-Df 

D sera le plus petit dividende commun aux deux nombres G et H, 
Soient f en effet , ^ et A les qùotlens qu'on obtient respective* 
ment en divisant G et H par J; ces quotiens seront (12) pre*- 
miers entre eux et l'on aura 

G::zgd , H=:hd , d'où GH=ghd' ; 

on aura donc D=ghd , et , par suite , 



D , D 



les quotiens qu'on obtient en divisant D , tour à tour , par G cl 
H sont donc premiers entre eux; D est donc (21) , comme nous 
l'avions annoncé , leur plus petit dividende commun. 

28. Si donc Ion sait seulement déterminer le plus grand divi- 
seur commun à deux nombres proposés , on saura aussi détermi- 
ner le plus petit dividende commun à ces deux nombres. 

29. THÉORÈME. Le plus grand diviseur commun au plus petit 
de deux nombres et au reste de leur division , est aussi le plus grand 
diviseur commun à ces deux nombres^ 

Démonstration. Soient G et H ces deux nombres , H le plus pe- 
tit , Q le quotient et R le reste dé leur division. Il s'agit de 
prouver que , si d est le plus grand diviseur commun à H et R, 
ce sera aussi le plus grand diviseur commmun à G ti H. 
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On a , en effet » 

G=HQ+R s 

or , I .® de ce que d divise H et R ^ il doit aussi diviser HQ , et 
conséquemment HQ^R ou G ; ainsi d est d'abord diviseur com- 
mun à G et H. 

2«* Si , en outre, G et ^pouvaient avoir quelque autre diviseur 
commun />></ , ce diviseur , divisant G , devrait diviser HQ-\-R ; 
mais., divisant H^ il devrait diviser HQ ; il faudrait donc aussi qu'il 
divisât R ; il serait donc diviseur commun à /T et A , dont d ne 
serait plus dès lors , comme nous Tavons supposé , le plus grand 
diviseur commun. 

3o. On peut donc toujours ramener la recherche du plus grand 
diviseur commun à 'deux nombres donnés à la recherche du plus 
grand diviseur commun au plus petit et à un autre nombre plus 
petit que lui ; on pourra donc , de proche en proche, amener le 
plus petit des deux nombres à être zéro, et alors l'autre résoudra 
le problème. 

3i. Ainsi , en résumé , i.® pour déterminer le plus grand divi- 
seur commun , à deux nombres donnés , on divisera (3o) le plus 
grand par le plus petit , le plus petit par le reste , le premier reste 
par le second , le second par le troisième , et ainsi de suite , jus- 
qu'à ce qu'on soit parvenu à une division exacte , et alors le der- 
nier diviseur sera le plus grand diviseur commun cherché. 

2.^ Pour déterminer le plus petit dividende commun à deux nom- 
bres seulement , il faudra (27) diviser le produit de ces deux nom- 
bres par leur plus grand commun diviseur. 

3.^ S*agit-il enfin dé déterminer soit le plus grand diviseur , soit 
le plus petit dividende commun à plus de deux nqmbres ; on cher- 
chera d'abord (22) et (25) le plus grand diviseur ou le plus pe- 
tit dividende commun à deux d'entre eux ; puis le plus grand di- 
viseur ou le petit dividende commun au résultat obtenu et à un 
troisième nombre ; puis le plus grand diviseur ou le plus petit di« 
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Tidende commun au second résultat et à un quatrième nombre , 
et ainsi de suite , jusqu'à ce qu on ait opéré sur tous les nombres 
proposés , et le dernier résultat obtenu en sera le plus grand di- 
viseur ou le plus petit dividende commun. 

32. Si l'on veut simplifier , autant qu'il est possible , un rap- 
port exprimé par plusieurs nombres , il faudra diviser tous les 
termes dont sq compose te rapport par leur plus grand , diviseur 
commun. 

33. Si Ton veut réduire des fractions proposées ati même déno- 
minateur , et obtenir des fractions tranformées aussi simples que 
le comporte la nature du problème , il faudra multiplier les deux 
termes , de chacune des fractions proposées , par le quotient obtenu 
en divisant le plus petit dividende commun aux dénominateurs de 
toutes ces fractions par son dénominateur propre. 

34- S'il s'agit de faire disparaître les dénominateurs des ter* 
mes fractionnaires d'une équation de la manière la plus simple , 
il faudra multiplier les deux membres de cette équation par le 
plus petit dividende commun à tous ces dénominateurs. 

35. Bien que , dans tout ce qui précède ^ il n'ait été question 
que de quantités numériques , tout ce que nous avons dit peu! 
néanmoins être exactement appliqué soit aux: lignes droites ^ soit 
aux arcs de même rayon , soit enfin à des polynômes.. 

Il faut seulement observer i ,^ que le plus g,rand diviseur com- 
mun à des droites ou à des arcs de même rayon peut quelque-* 
fois se réduire à un point ; 2.® que leur plus petit dividende com- 
mun peut quelquefois être infini ; 3.® enfin , que la recherche 
du plus grand diviseur commun à deux polynômes exige Iç plus 
souvent quelques précautions particulières que nous ne mention- 
nons pas ici , parce qu'il en est traité fort au long dans la plu- 
part des ouvrages élémentaires. 
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Al^ALYSE APPLIQUEE. 

Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur; 

Par M. J. LiouviLLE , élève ingéDieiir des ponts et 

chaussées, 
vvwwvw\;ww\vw<\;v\; 

I. Lje mémoire que Ton va lire est extrait des paragraphes i , 2 
cl 4 <î*5S Recherches sur la théorie physico-malhemaùipe de la cha^ 
Uur que j'ai présenlées à rinslitut , en février dernier. Je donne 
les moyens de tenir compte de là variation du pouvoir rayonnant 
aux divers points d'une barre échauffée.- Je considère comme ar- 
bitrairement différentes, d'un point à Tautre d'une substance don- 
née , sa conductibilité et sa chaleur spécifique. Ces questions jus- 
qu'ici n'avaient été traitées par aucun géomètre ; elles semblent of- 
frir des difficultés presque insurmontables , lorsqu'on suppose aux 
Ci)rps leurs trois dimensions» Si l'on fait abstraction de deux d'en-^ 
tre elles , le problème est complètement résolu par mon travail. 

Soit une barre métallique AB\ plongée dans un milieu entretenu à 
la température o® ; les extrémités de cette barre sont assujéties à des 
conditions quelconques ; elles ont , par exemple , des températu- 
res constantes. On la suppose d'ailleurs assez mince pour que les 
divers points d'une même section perpendiculaire à l'axe aient tou- 
jours , au même instant , la même température. De la nature de 
celle barre dépend sa conductibilité , que nous regardons comme 
invariable, le métal étant honK)gène. Quant au pouvoir rayonnant 
il dépend du poli des di\ers points de la barre , et nous sup- 
posons qu'il varie proportionnellement à une fonction quelconque 
de l'abscisse. 

2om. XXI , n.^ S , i.*' novembre i83o. 18 
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Le cas le plus simple est celui où l'on propose de dëlermîneï 
Télal permanent des températures, auquel le corps ne peut arri- 
ver , en rigueur , qu'après un tefnps infini. Le mouvement de la 
chaleur est représentée alors par une équation linéaire du second 

ordre entre la température u et sa fluxion secondç — , prise 

par rapport à l'abscisse a:. A cause de la fonction arbitraire rela- 
tive au rayonnement , l'équation dont nous parlons est la plus 
générale de son espèce. Il s'agit d'en trouver l'intégrale complète. 

L'un des moyens que nous employons consiste à substituer à 
la courbe qui représente le pouvoir rayonnant , en fonction de 
l'ûbscisse, un polygone inscrit qui en diffère aussi peu qu*on veut. 
Le second , à développer la valeur de u en une suite infinie , dont 
nous montrons généralement la convergence. L'un et l'autre se 
plient aisément aux calculs numériques , et partant sont suscepti* 
blés d'applications. Nous avons employé le premier , dès l'année 
1829 , dans un mémoire qui ne traitait que du mouvement per-- 
manent , et que nous avons reproduit dans nos recherches de i83o. 

Dans tous les cas , l'équation du problème étant linéaire et du 
second ordre , il suffît d'en connaître une intégrale particulière pour 
en trouver l'intégrale complète ; ou , pour traduire physiquement 
celle propriété mathématique , on traitera généralement la ques- 
tion du mouvement permanent de la chaleur dans une barre, si 
l'on résout par l'expérience cette même question , en assujétissant- 
Ics extrémités de cette barre à des conditions particulières. 

Les difficultés d'analyse s'accroissent déjà beaucoup lorsque c'est 
le mouvement linéaire et varié de la chaleur qu'on veut mesurer. 
La température devenant alors une fonction de l'abscisse x et du 
temps /, dépend alors d'une équation aux différences partielles à 
deux variables indépendantes. Heureusement la seconde d'entre 
elles n'y entre qu implicitement , ce qui permet d'employer les mé« 
tUodes ordinaires. On développe la valeur de 1/ en une série d'ex- 
ponentiels qui contiennent , en exposant , le temps t , multiplié pa|» 
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diverses quanlîlcs successives , que je désigne , en général , par 
-i-m , et que l*on détermine ensuite. Chacune des exponentielles 
a pour coefficient une fonction de Tabscisse. L*équalIon qui donne 
la valeur de chacun de ces coefficiêns est linéaire et du second ordre. 
Elle a la même forme que celle qui a été précédemment traitée ; 
les mêmes méthodes lui sont applicables ; et c'est ainsi que lo 
mouvement varié se ramène au cas plus simple du mouvement 
permanent. 

Toutefois il reste à déterminer les valeurs des constantes arbi- 
traires , en nombre infini , introduites par l'intégration de ces 
équations diverses, et qui dépendent de Tétat initial de la barre , 
comme. Téqua lion qui donne les valeurs de m dépend des con- 
ditions relatives a s^s extrémités. La forme de celte dernière équa- 
tion rend cette détermination très-simple. Ici se présentent des 
calculs analogues à ceux qu'on trouve dans les ouvrages de MIVL 
Fourier et Poisson , et la possibilité de représenter une fonction 
quelconque , entre des limites données , par une série dont les 
termes sont les intégrales d'une équation linéaire du second or- 
dre. Déjà l'on avait développé une fonction quelconque en série 
de sinus et de cosinus» et en suites infinies formées de ces quaa* 
tilés qui se présentent dans les recherches relatives à l'allractioa 
des sphéroïdes ; mais je ne sache pas que jusqu'ici on ait fait un 
semblable usage des fonctions transcendantes que notre analyse nous 
a fournies. 

La quantité générale m , qui entre comme facteur du temps f 
dépend d'une équation dont toutes les racines sont réelles et po- 
sitives. Elles ne sont pas négatives , car alors la température croî- 
trait indéfiniment avec le temps , et il est clair que cela ne peut 
arriver ici. Si elles étaient imaginaires, les moqven>ens libres de 
la chaleur seraient assujétis à des oscillations , ce qui est impos- 
sible sans l'action de causes périodiques extérieures. Cette démons- 
tration directe et générale est de M. Fourier. Toutefois nous avons 
prouve , par un moyen particulier , dans la question qui nous oc- 
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cupc , la rcalllë des racines de Téqualion dëtermînëe , afin de mieux 
établir l'accord des élémcns analytiques dont se forme la théo.ie/ 
Jusqu'ici nous avons supposé constantes et la conductibilité et 
la chaleur spécifique de la barre. Cependant si sa matière était 
hétérogène , ces deux quantités varieraient avec les coprdonnées 
de chaque point. Par un heureux hasard , la méthode qui tient 
compte de la variation du pouvoir rayonnant s'étend à la réso-^ 
lution du nouveau problème dont nous parlons. Cette extension 
de notre méthode n'offre aucune difficulté. Elle se trouve détail- 
lée dans les derniers paragraphes de notre 'mémoire* 

IL Dans les divers mémoires qui ont été publiés sur la théo- 
rie de la chaleur , les géomètres ont négligé de tenir compte de 
la variation du pouvoir rayonnant d'un point à l'autre de la sur- 
face du corps en expérience. L'examen des effets produits par cette 
variation sera le sujet de nos premières recherches. Considérant 
dabord le cas simple d'une barre métallique parvenue à un état 
permanent, et assez mince pour que les divers points d'une même 
section transversale puissent être regardés comme ayant , à cha- 
q le instant, une température commune, j'essaye ensuite de trai- 
ter , par la même méthode et dans le même but , des questions 
plus élevées, 

Soit AB une barre métallique , homogène , mais inégalement 
po\\2 , dont les extrémités A , B sont constamment entretenues aux 
températures 9,0'; en un point m quelconque de cette barre , 
dont la distance à l'origine A est représentée par a^ , la tempé- 
rature est assujétie à l'équation 

/Toi — =yeu , 

lorsque Ton considère la barre arrivée à un étal permanent , dans 
uu miliei^ dont la température est prise pour le zéro de l'échelle 
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ilicrmomëlrîque. Je tire cette équation du premier mémoire de 
M. Poisson , sur la théorie de la chaleur: a> est Taire, c le con- 
tour d*une section perpendiculaire à Taxe. Le coefficient K me- 
sure la conductibilité de la barre. Nous supposons qu en totis ses 
points il a la même yaleur , ainsi que co et c. Le coefficient 7 
mesure le pouvoir rayonnant de la surface extérieure : Il varie 
d'un point à l'autre , à cause de rinégalité du poli des différens 
points de celte surface. Nous le représentons par la fonction dé- 
terminée î{x) ; et de la sorte Téquation ci-dessus devient 

Pour résoudre le problème que nous nous proposons , il faut 
intégrer cette équation et déterminer les deux constantes de son 
intégrale par cette double condition qu'à x=:o réponde i/=9 , et 
qu'à ar=AB=/ réponde uzziO^^ 

in. Nous observerons d'abord que Téquatîon (i) étant linéaire 
et du second ordre , est Intégrable , chaque fois qu'une intégrale 
particulière en est connue. Cette remarque , faite depuis long- 
temps, répond à une propriété du mouvement linéaire permanent 
de la chaleur. Supposons , en effet , la barre AB placée dans un 
milieu entretenu à o^ , et s^s extréihités ayant des températures 
constantes quelconques. Déterihînons , par Texpérience , la loi des 
températures permanentes. Qu'elle soit , si Ton veut , représentée 
par l'équation i/ = F(ar). De cette loi , et sans connaître le pou- 
voir rayonnant dont dépend f(a;) , on tire la valeur de la quan- 
tité M , dans un cas quelconque. En effet , par la manière même 
dont ou l'obtient , la fonction F(:r) satisfait à la condition 
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Soit V une nouvelle rariable. Posons u-=:vï(x) ; il en résultera 

dru» dx» dx ilx dx» 

En substituant ces râleurs dans Téquation (i) , elle deviendra 

dj.» ^ ''~ d» d« ' d*» -&• "^ ^ • 

et se réduira i 

dx» ^ ^ ' dx dx 
On a donc » sur-le-champ » 

ou C et C^ sont les constantes arbitraires. Multipliant par F(x) 
la valeur de (^ » on obtient la valeur de u ; savoir : 



-■"(^A'S "^M- 



Ainsi donc , comme nous Tavons dit , /r problème gèniral au maa- 
^emerU linéaire êi permanent de la chaleur se traite sans dyjicuUi » 
quand on sait le résoudre pour un état particulier des extrémités de 
la barre. 

lY. Mais , si Ton ne connaît pas F(:r) , et que le pouvoir 
rayonnant f(;r) , au contraire, soit déterminé par un moyen quel*- 
conque , il faudra recourir à des calculs d'une autre nature. Une 
considération qui se présente d'abord nous dirigera dans la mar- 
che que nous devons prendre. I^ous admettrons que la fonction 
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f(a:) a été obtenue par interpolation , en mesurant , par exemple , 
6a valeur au point A , au point B et aux n — i points intermé- 
diaires également espacés entre eux de la quantité — . Soient b\ 

fi 

b^^ les valeurs de f(jr) à deux de ces points consécutifs , dont les 
abscisses sont xf , x^^ \ faute de données plus positives , on pourra 
supposer que 

La barre se trouvera ainsi partagée en portions d'égale longueur; 
pour lesquelles la valeur de f(ar) et Téquation (i) seront différen- 
tes, ce qui nécessitera de nouvelles conditions pour la détermi- 
nation des nouvelles constantes arbitraires qu'introduira l'intégra- 
tion de ces équations diverses. Ces conditions consistent évidem- 
ment en ce qu'aux divers points de partage de la i>arre , les va- 

dii . * , 

leurs de u et -—- doivent être les mêmes , soit qu'on les déduise 
^ àx * 

de l'équaliôu qui se rapporte à la partie antérieure au point de 
division dont il s'agit , ou qu'on les déduise de l'équation qui se 
rapporte à la portion située au-delà. 

Je distinguerai par les numéros i « 2 « 3, p^ n les 

n parties égales dans lesquelles la barre a été divisée. Je nom- 
merai u^ la température de la partie (x , et /'^-f-y^ U valeur cor- 

respondante de ^^ • De la sorte j'aurai ces n équations indéfinies 
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rintegralîon de ces équations introduira 2n constantes que Ton 
déterminera par ces 2n conditions : 

«,=9 , pour x=:o , 

dvi du, / 



dun-t dw» , . / , 



1/^=0' , pour ar=/ . 

y. Toute la question ainsi ramenée a trouver l'intégrale com- 
plète de Téquation générale 

se trouve réduite à un problème purement analytique , dont on 
parvient , sans beaucoup de peine , à obtenir la solution. Et d'a- 
bord , en posant 

Téquation (2) se cbange en 
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/5\ o «A* 






Sous cette forme, on reconnaît i .® que l'équation (3) rentre dans 
un des cas de Téquation de Riccati qui , jusqu'à présent , ont 
échappé à toutes les méthodes , et qui vraisemhlahlemcnt ne se- 
ront jamais résolus ; 2.® qu'il faut renoncer, par conséquent , â 
exprimer la valeur de f/^ autrement que par des séries conycrgen* 
tes ou par le secours de quadratures définies. 

VL L'équation (3) étant linéaire et du second ordre , il nous 
suffira d'en chercher deux intégrales particulières pour arriver à 
son intégrale complète. L'une et l'autre se déduiront du dévelop- 
pement de Ufê en série , suivant les puissances croissantes de z. 
Ck>usidéroDS la suite infinie 

t ^^ i ^* t ^^ I 
^"•^ a.3 "*" 2.3.5.6 "^ a.3.5.6.8.9 "*" ' 



dont la loi régulière est facile à saisir. La diiTérentielle seconde dft 
cette quantité est 

\'+ 13 + 7^5:6"*" a.3.5 6.8.9 + ) ' 

de sorte qu'en posant 

**/•" "^ 3.3"*" 2.3.5.6"^ a.3.5.6.8.9 "^ ' 

on satisfera à Téquation (3). 

Toutefois ta conclusion pourrait être inexacte , si la série dont 

il est question cessait d'être convergente. Nous allons faire 

voir que cela n'a jamais lieu quelque grand nombre que l'on 

substitue à la place de z. Soient P , P^ deux coetticiens con- 

Tom. XXL 19 
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séculifs qui répondent clans la série aux puissances n — 2 etn-}*! àe T* 

Le rapport de ces deux termes sera — = '. Quelque grand 

nombre qu'on prenne pour z , en assignant à n une valeur assez 
considérable , il sera toujours possible de rendre P plus grand 

que P^ ; et , au-delà de celte valeur de n , le rapport — ira 

sans cesse en décroissant avec rapidité jusqu'à devenir nul. On ar- 
rivera donc , en considérant la série que nous prenons pour va- 
leur de //^ à un terme P^ tel que , si Ton forme la progression 

géométrique -P(i-|-p-hp*+ ) » on la raison est moindre que 

Tunilé , et dont la somme est finie , le reste de la série sera moin^ 

. P 

are que celle somme ' . 

La valeur de i/^ se trouve donc ainsi exprimée par une série con^ 
vcrgente , dans tous les cas possibles , servira à en calculer la valeur 
avec tet degré d'approximation que l'on voudra. Celle série a en 
outre l'avantage de s'exprimer élégamment, sous forme finie , par 
le secours d'une intégrale définie. 

VIL Pour démontrer avec facilité cette proposition , j*écris U 
valeur de u^ sous la forme 



z 



3 



J-ZfL 



14-.^-::: l ri— j iiiz: l 

~ i.a.3~ i.a.3.4.5.6 ~ 1.2.3.4.5.6.7.8.9"' 



ou bien 

j.z^ _. i(i43).< i(i-f3X'+3.a)zs 
i.a.3 "^ 1.23.4.5.6"^ 1.2.3.4.56.7.8.9 "*" ' 

de sortç qu'en général on peut représenter ainsi deux termes cpn-^ 
séculifs, 

»[i+3Ii+3.2li+3.3] [i+3(/i^i)] , 

i.a.3.4 3/1 * 
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i['+3Ii+3.>Ii+3.3] [i ■4-3(71-1 )I,+3n] ,,^, , 

I. a. 3^^ 4 3«.(3«+iX^/i+aX3/i+3) ^ * 

Les numérateurs des fractions qui multiplient z'", z**"*"' étant re- 
présentés par P„ , /\^.g , sont assujétîs à l'équation P„+i=5-P,(i-+-3/i)* 
La méthode indiquée par Laplace , dans sa Théorie analytique des 
probabilités , pour intégrer les équations aux différences finies étant 
ici applicable , on en déduit 



..=c/ 



00 .^JL ^. o 

OC *.e J •«""""•dût ; 

o 



C désignant la constante arbitraire et e la base des logarithmes de 
Néper. Ainsi , la valeur de i/*4 peut être transformée en une séri« 
telle que la suivante : 

^ o \ *-*-3 ' i.a.3. 4*5.6 i.a.3.4-5.6.7.8.9 ' y 

La série comprise entre les parenthèses a pour différentielle 
troisième , par rapport à z , 



A i.a.3 "^ i.a.3.4.5.6 ■*" i.a.3.4.5.6.7.8.9 "** y ' 

te qu*en la rep 
=:aA , d'où résulte 



de sorte qu*en la représentant par A , elle satisfait à Téquatioxi 



Ct , C^ f c, désignant des constantes , et i , p, p' étant les trois 

racines cubiques de Tunilé ; et comme il est évident que, pour 

. > à\ d»x 

1=0 - on doit avt)ir A=i , —- =0 , -r— =0 , on trouvera sans 

dz dz* 

peine» en se rappelant que i4-p+P*=0 > - 
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Par conséquent , 

VIII. En différentîant deux foi» de suite, par rapport à « » !• 
série suivante 

on obtient ce résultat 

En posant donc 

'V"^"*" 3.4 ^ 3 4.^.7 3.4.6 7.9.10 "^ • 



on satisfera de nonvcau à réqnatîon (3) , dont nous avons aînsî 
une nouvelle Inlograle particulière. Les raisonnemensde Tart. VI, 
étant applicables à celte Intégrale, montrent en piemler Heu , que 
la série qui en exprime le développement est toujours convergente 
et peut servir à en calculer la valeur avec tel degré d'approxî-^ 
mati'on que Ton désirera. Une marche analogue à celle de Tart. VII 
donne ensuite les moyens de Técrire sous forme finie , par le se^ 
cours des quadratures définies. 

Pour cela , Il suffit de mettre la valeur de u^ sous la forme 

* •" i.a.3.4 1.2.3.4-5.67 ' i.a.3.4.5.6.7.8 9.*o • ' 
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de sorte qu'en général on puisse représenter ainsi deux termes coa- 
«éculifs 

^»+3][i+3.,]ra+3 3] r«+3("-.)] ,_ . 



ariH-3ir2H-3.air2+3.3}> 4;2+3(/i-i)]r24-3n] 

i.a.J.4 L4+3v/i-i)J[4+3/i— 2J[4+3/i— iJ[4+3/i] 



z*+'- ; 



Les niimératcurs des fractions qui multiplient ^^-^-M»-») et i^+'^ 
étant dénommés P^., , P„ sont assujétis à la condition 

àt laquelle on déduit , par la méthode de Laplace ^ 

P^=C J t ».a».a"-da. 
Il nous vient donc 

^ J o \ i.a.3.4 1.3.3.4.5,6.7 / 

Mais , si Ton posa 

' i.a.3.4 i.a.3.4-^«fe7 



on trouyera 






ffoù on déduira , f>ar Tîntégration ; 
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Cl , C^ , C, désignant des constanles , cl i , p, p* les trois raci- 
nes cubiques de luniié. Les constantes se déterminent en obser- 

, dx d>x 

vant que , pour z=o , on a A2=o , ~=i , TT'^^ » ^^ trouye 



ainsi 



d'où résulte 

et , par conséquent ; 



"c 



IX. Ayant ainsi découvert aux art. Vil et YIII deux intégra^ 
les parliculières de Téquation (3) , Tintégrale comptèle de celte 
équation va s'obtenir en faisant la somme des produits de ces deux 
intégrales par des constantes arbitraires. On pourra donc prendirt 
pour valeur complète de u^ celle que donne Tégalité 

ou bien encore celle-ci 
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i,^=^^y * -T .«-f (.-^- +2. ^ .cos.y^/')d« 



. ■ _ '^'~ 



+B^J *.— r.«-tp^-. ^(Cos. ''^'p -y/XSin. ^^ - j], 

qui est Véquivalent de la première , de laquelle elle se déduit en 
remplaçant p et p» respecliyement par et • V— J 



puis substituant aux exponentiels imaginaires le$ fonctions circu-* 
laires équivalentes. 

X. Reprenons présentement Téquaiion 

et rappelons-nous qu en posant pft'^ç^x:=zq^^ , nous l'ayops trans-^ 
formée en 

L'intégrale de l'ëquation (2) est , par conséquent ; 
.=^J:--T.-r[e .''" +. < .Co.?^?^^A-,,, 
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CeUe intégrale résout la question proposée , ou du moins , en 
vertu de l'art. IV , elle réduit le problème à la résolution de 2/1 
équations du premier degré , qui doivent déterminer les constan- 
tes arbitraires. 

La résolution de ces équations est de la plus grande simplicité. 
On part des deux secondes 

di/i di/g / 

Elles contiennent quatre constantes -^, , 5, 1 ^, 1 ^t t c* servent 
également à déterminer les deux dernières au moyeu des deux 
premières. Les deux suivantes 

di/, di/, / 

donnent J^ , jB, en J^ , B^ , d'où ensuite en u^, , 5, , et ainsi 
des autres jusqu'aux deux avant - dernières 

Celles-ci fournissant A^^ B^^ on substitue les dernières valeurs 
dans Tégalilé {/„=:d^ , pour 0:=:/, qui dès lors ne contient plus 
que ^, , jB, , et qui , jointe à la première «,î=Ô , pour ar=0 , 
fait connaître ces deux constantes dont toutes les autres dépendent. 
La question se réduit a trouver ^m+i » -^^-i-i » ^^ fonction A% 
^fc ) Bf^ par le secours des équations 

di/Ac d»^4.f / 

u taw , , , -- — = — -^ , pour ar=tt— ; 

En désignant par P^ et Vft, les deux valeurs particulières de tf^ 
obtenues aux art. YIl et YIII , on a , comme à Tart. X , 
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et 



dx ^+» do; "•" /•+! d» 

Soit fait ar=u — , et nommons 
n 

(V- c.)- (^)- (^). (^,W. ('',+.)-(^).(^) . 

les yaieurs correspondantes des quantités comprises entre les pa- 
renthèses. Les équa lions de condition seront 

On tire de U les valeurs de -^ , . , Jï , . 7 en jf^ 1 5^. Ledc- 
nominateur commun de ces valeurs est 

Or , il est remarquable que ce dénominateur est constamment 

^al à vV+«' ^^^* résulte des équations 

Tom. XXI. 20 
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■ '^*^^^"^' =(p , +7 . ,^)^ . , 7 



qui ont lieu par la nature même des quantités C^^., , ^/»*+i *> et 
dont on déduit 



Intégrant on a 






Pour déterminer la constante du second membre , on remonta 
aux valeurs 






et Ton voit, sans peine, que Tégalité devant subsister pour toutef 
les valeurs possibles de 
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la valeur de la conslanlc est y'^+i. Donc , 

ce qu'il fallait prouver, 

XI. La même analyse s'ctendrait au cas où les cxtrcmllcs delà 
barre , au lieu d'êlre entretenues à des températures constantes, 
rayonneraient librement dans Tespace. Elle réduirait , comme tout 
à rheure, les diflicûltcs du problème à celle de résoudre 2/» équa- 
tions du premier degré. Elle s'étendrait également à la détermi- 
nation du mouvement de la chaleur dans une armtlle ; problème 
qui , dans le fond , ne diflere pas de celui que nous venons de 
résoudre. La réduction des formules en nombres sera facile , dans 
tous les cas, ce qui est le caractère c.ssenliel d'une méthode pra* 
fique. Soit , pour en donner un exemple , AB=r/=2 mètres; la va- 
leur de V , aux extrémités de la barre , représentée par i , et 

à son milieu par o. Enfin que les points A , B soient entretenus 
à des températures constantes de io^. 

De x=o à x=^i , on a /7^ = i , y^= — i , et , par suite, 

De ar = i aa:=2, on a , au contraire , - — p-i^-— =s=a:— i ." 

Substituant ces valeurs dans nos formules , pour en déduire les 
températures u et les flux de chaleur aux divers points de la barre , 
on formera le tableau suivant : 
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37=0,25 , w=9,i3 , — =z=— 0,24 ; 



4tf 
:r=o,5o , i/=8,7i , "jT = — ^'*^ * 



^=0,75 , 11=8,56 , — = — o,o3 ; 



;r=?i,oo » 11=8,53 , -— .=-1-0,00 ; 



07=1,25 , 11=8,56 , — =-|-o,o3 ; 



j:=i,5o , i/=8,7i , ^j^^+OfXa ; 



ir=i,75 , 11=9, i3 , ^=+0,24 ; 



ar=2,oo , w=:io,oo , --—=-4-0,53 

QX 



La formule générale est 

1,17a 

dans laquelle 
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ÎI.3 • a.3.5.6 
a cfanl ëgal à i — x de ar=o à a:=:i , cii àor— i de r=ai à aripsa. 

XIL II n'entre pas dans notre plan de nous étendre davantage 
sur ces détails qui ne présentent aucune difficulté ; mais nous 
croyons devoir placer ici Texposé rapide de quelques réflexions 
analytiques propres à éclaircir ce qui précède. Les développemens 
dans lesquels on vient d'entrer donnent , en résumé , une mé- 
thode générale pour intégrer , pnr approximation', l'équation linéaire 
du second ordre» L'approximation est poussée aussi loin qu'on 
veut. En augmentant à volonté le nombre des équations du pre- 
mier degré , auxquelles se ramène la détermination des constantes • 
on s'approche indéfiniment de la valeur exacte cherchée. Une telle 
méthode paraît suffisante , dans Tétat actuel de l'analyse , vu la 
difficulté de résoudre exactement la question. 

Si Ton veut toutefois , on peut la traiter d^une manière plus 
directe. En considérant Téquation 

do;» ^ Km ^ ' 

on obiîent , sans difficulté , une suite infinie qui y satisfait , et dont 
la convergence peut être prouvée dans le cas du problème qui 
nous occupe. Je compose la valeur de u d'une suite de termes u^ , 

1/^ ^ 1/^ , qui seront déterminés plus tard. 

Ainsi je fais 

ii=:Wo+«/.+i/,+ 

Les quantités I/o r «i • "a » •••— devront être telles qu'on ait 
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±^- + ^+^ + = ^ («.+«.+«.+ ) i 

da* dx* da;' A.« 

or y cette équation est satisfaite si Ton pose» ce qui est permis. 



d*wo _ £!!^_ '^^^^ «1**/. «JW» 

"d^ ~^ ' dx» "" iC* ''^ ' d*« ~ A# 



d où on tire « en nommant ^ , JB , deux constantes arbitraire» 

'••••••••••••• ••••• i 

La somme de ces quantités sera la valeur de u et Tintëgrale 
Tëquation proposée si toutefois la suite infinie , fournie par cette 
somme , est une suite convergente ; circonstance dont il est facilç 
de s'assurer , comme on va le voir. On considère séparément les 
deux séries 

' I "+ ^/?^?W''-+ ^fixf((.x)i.fixfx!(x)is+.... \ ; 
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qui répondent aux deux constantes arbitraires. La fonction f(.r) 
représente ( entre les limites :r=o , x=zl ) le pouvoir rayonnant 
de la surface de la barre. C'est une quantité essenlielleoient po- 
sitive , qui , pour une ou plusieurs valeurs de x , peut être 
nulle , mais jamais infinie. Sa plus grande valeur correspond à 
un point quelconque de la barre ; c'est une quantité finie positive 
M qui , substituée à la place de {{x) , dans chacun des termes 
des deux séries précédentes , donnera nécessairement des valeurs 
plus grandes que celles de ces mêmes termes. 

Or, en faisant {{x)=^M y les deux suites en question deviennent 

^î''^+T;-7:r3 + ]^-T:ixr5+ î • 

Ces deux suites sont évidemment convergentes. En s'arrêtant à 
des termes de plus en plus éloignés , les restes nécessaires pour 
en compléter la valeur décroissent rapidement. Donc , à fortiori ^ 
cela a lieu pour les deux suites qui composent la valeur de u. On 
trouverait même aisément le moyen de calculer le degré d'approxi- 
mation qu'on obtiendrait ^ en s'arrâtant à un terme désigné. 

Au reste ,' il n'est pas nécessaire que i{x) soit toujours une 
quantité positive de a:=o à xzzzl ; {(x) peut avoir des valeurs 
tantôt positives et tantôt négatives; il suffît que jamais ces valeurs 
ne soient infinies. Alors , dans l'analyse qui précède , on appelle 
jlf la plus grande d'entre elles , abstraction faîte du signe. Le rai- 
sonnement portera uniquement sur les nombres et sera également 
rigoureux. Ainsi donc, toutes les fois qu'entre des limites fixes, 
la fonction connue {{x) ne passera point par 1 infini , quelle qu'en 

1. .,, , i^« . 1 1 iw . <!'« •fCj^) 

sait d ailltîurs la nature, 1 mte{:ralc de 1 équation - — = -rr— • 
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1/ sera exprimable en série , comme nous venons de le Toir. Nous 
insistons sur ce point sur lequel il nous sera utile de nous ap« 
puycp , lorsqu'il s'agira du mouvement varie. 

^III. Reprenons la valeur de u composée des deux séries 

b\x^'^ f d^/'':rf(x)da:+ -^ r'djrr'f(ar)c^^ j 

Elle convergera d*autant plus rapidemment vers sa limite , que le 
rayon de la barre sera plus grand ainsi que sa conductibilîlé. 
Elle représentera exactement toutes les circonstances du mouve- 
ment linéaire permanent de la chaleur. Supposons , par exem- 
ple 9 que la température soit nulle à Textrémilé de la barre 
ou pour a:=o, et Tunitc pour x^l\ la constante jf sera nulle 
et la constante B aura pour valeur 



B= 



/+ '^f[^fyK^)^^+ ^7 f'd^'dorfCj:) ràxrx({x)àx^.... 



d*où résulte 



t-^^J^'àxJ*'xi{x)àx-^ ^.J\^J*\K^)^J 'àxj'xî{x)àx^.„. 
Admettons que , du point A au point B , la fonction £(x) soit 
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toujours croîssante ; on voit que la température partira de o® , 
pour arriver à la valeur i® , au-dessous de laquelle elle restera 
toujours dans l'intervalle de jr=o à a: = /. Celte valeur croîtra , 
dans les premiers instans , proportionnellement à Tabscisse , c'est-t 
à-dire , comme les ordonnées d'une droite ; ensuite comme les or- 
données d'une courbe parabolique d'un ordre indéfini. Les accrois-^ 
semens de température , d'abord très-petite , seront d'autant plus 
sensibles , qu'on s'approchera davantage de la limite B. On pour- 
rait aisément en calculer les expressions numériques , comme nous 
Tavons fait voir sur un autre exemple. Les résultais compris de 
l'art. II a l'art. XI sont de notre mémoire de 1829; ceux des 
art. XII et XIII n'ont été présentés à l'Iustitut qu'en i83o ; il 
en est de même des suivans. 

XIV. Nous nous occuperons présentement du mouvement varié 
de la chaleur, dans une barre homogène inégalement polie. 

Nous avons une barre AB , dont les extrémités A et B sont 
constamment aux températures et 0\ Cette barre est placée dans 
un milieu entretenu à o^. On désigne par c la chaleur spécifique , 
par k la conductibilité , l'une et l'autre regardées comme inva- 
riables ; (o est l'aire et t le contour de la section , supposée par- 
tout la même. Le coefllcient y représente le pouvoir rayonnant , 
dont la valeur est une fonction quelconque de l'abscisse , à cause 
de l'inégalité du poli des différeDS points du métal. 

En un point quelconque m , dont la distance à l'origine O est 
représentée par x , la température 1/ est représentée par l'équation 

du _. d'il 
cou -7- zzzKca -- — "-^tu , 
ât dx* 

que je prends dans le premier mémoire de M. Poisson , sur la 
chaleur. Divisant les deux membres par cco , on a 

dfi K d>u y% 

d/ c dx* cif 

Tom. XXL ai 
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Le cocflicicnl — dépend tout à la fols de la chaleur spécifique 

de la barre el de sa conduclibililc. C'est un nombre donné a*. 

La quanlîlé — est au contraire variable avec Tabscisse x , et c'est 

par la fonclion {(x) que nous la supposerons représentée. L'équa- 
tion du problème devient ainsi 

Celle équalion élant intégrée , les arbitraires que contiendra son 
intégrale se détermineront par ces conditions : i.^ que les tempé- 
ratures soient constamment 6 , 0^ aux extrémités de la barre. Soient 
OAœ/ , OBs:/^ , et Ton aura ces deux équations définies : i/=ô 
pour 0: = / , et u=0^pour x=P ; 2.° que , pour t=:o , à Torigine des 
temps , les températures de x=il à x^l^ soient données par unç 
fonction F(j:) connue entre ces limites. 

Pour intégrer Téquation (a) , je fais usage de la méthode qui 
consiste à former Tintégrale complète d'un nombre infini d'inté- 
grales particulières. Je développe en série la valeur de i/ , sui- 
vant les puissances de l'exponentielle «'* , et nommant u^ , c/, , 
u^ , M„ , des fonctions de x qui seront ci-après dé- 
terminées , je pose 

«i = i/^4-ï/jtf +i/^tf +w,<5 + +«/„« + ; 

ou , par abréviation , 



mt 



Il vient , en dîfférentiant celte valeur de u , par rapport à / , el 
ensuite par rapport à or , 



substituant ces valeurs dans l'équation (aj , on obtient cette égalité 
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qui , devant £lre satisfaite quel que soit / , donne cette ëquation 
générale 

(b) —mu^=a* -^ — ï/^f(x) , 

pour déterminer «^ , et, par suite 9 c^o > '^i y f^s » •'^•.. > lorsqu'on 
connaîtra les valeurs de m. 

L'équation (b) est une équation linéaire du second ordre , de 
même forme que celle qui a été étudiée dans la question du mou- 
vement permanent. Son intégrale , qui comprend deux constantes 
arbitraires , peut s'obtenir dans tous les cas , au moins par approxi- 
mation. Je nommerai ^(or, m) , v(;(ar , m) deux intégrales parti- 
culières qui ^ satisfassent ; j4^ , B^ deux constantes arbitraires, 
La valeur de u^ s'écrira ainsi: 

et Ton aura , pour la valeur de u , 

ii=2{^.(p(a:,m)-|.5^4;(^,m)}^— ' . 



XY. Les diverses valeurs de m se déduisent des deux équa- 
tions définies 

i/=6 , pour 0?=/ , 

« = 9^ , pour x^s-T , 

déjà indiquées dans le précédent article. En effet, elles revien- 
nent à 

S{^.<p(/.m)+5.vK/,m)}^— =0 , 
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Elles doivent subsister pour toute valeur positive de t ; d'où on 
conclut sans peine qu'une des valeurs de l'exposant m doit être 
zéro , et qu'à cet exposant répondent les deux équations 

^„'K^o)+/?„K^o)=0 . ^,.p(//,o)+5.K/',o) = Ô^ , 
qui donnent aisément 

et déterminent complètement le premier terme i/^ de la valeur de 
u , lecjuel représente le mouvement de la chaleur dans une barre 
parvenue à un état permanent. Toutes les autres valeurs de m^ 
sont données par les équations 

J^^(l,m)^B^^(l,m)=zo , ^^cp(//,m)+i?«4.(^,m)=o ; 

Éliminant ^„ et JB^ , il vient : 

(c) y(/,m)^(//,m)— cp(/^m)v}.(/,m)=o ; 

ëgalilé où tout est connu , excepté m , cl qui détermine ( en y 
joignant la valeur de m = o ) toutes les valeurs dont cette va- 
riable est susceptible. Une des quantités ^^^ , JB^ est donnée déplus 

en fonction de Taulre. La valeur B„ est, par exemple , '— -^,„ -rr — : ! 

et , si Ton substitue cetle^ expression dans la valeur de u , on trouve 

le temps / étant arbitraire. 

XVI. Que Ton fasse à présent t=o , u deviendra 'F(x) ; repré- 
sentant donc par *(:r) la différence F(:r) — u^ également connac, 
on devra satisfaire à Tégalité 
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qui pourtant ne subsistera qu'entre les limites x=l et x:=^V. 

La fonctioti 9(x) peut être discontinue. La possibilité de la dé- 
velopper en une série semblable à celle du second membre ne 
saurait être révoquée en doute ; sans cela le problème du mou- 
vement de la chaleur, dans une barre inégalement polie, serait 
inaccessible à l'analyse. L'équation (d) résulte de raisonnemens 
rigoureux; et il ne reste plus qu'à déterminer convenablement la 
valeur de ^n. Or , sa détermination repose sur ce que la quan- 
tité <p(a;,m)v(;(/,m) — \|^(x,/w)(p(/,m) , que je représente par F^ , 
doit satisfaire à l'équation (b) , en sorte qu'on a 

--"•^-=''* lë" -^•»''<^) • 

Soit , en effet , m' une seconde râleur de m , et l'on aura éga- 
lement 



~m'r^r:o» 



àx* 



--rjix) 



)■• 



Eliminant donc f(x) entre c^& deux équations , on trouvera 
doù, intégrant par rapport à x et divisant par m-^m! ; 

Or, si l'on prend celte ielégrale depuis j:=/ jusqu'à a: = /^ , le 
second membre sera nul , tant que la différence m — m' ne le sera 
cas ; ce qui résulte de ce que , à ces limites , les quantités f^„ , 
F^, sont nulles elles-mêmes. En effet , on a , pour jr=s/ 

r«-=(ï>(/,/n)4»(/,m)-^4(/,/nM/,m)=*o , 

r^;=cp(/, m^.^K/, mO -i.(/, m>:/, mO=o ; 

et pour x=/^ , 
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r„=<p(//,iii)4.(//,iw)— 4<(/',TO),p(/',/n)=o ; 

en vertu de Téquahon (c) qui détermine les valeurs de m et de 

m''. Ainsi Ton a I f^^f^^,dx=o , lorsque les racines m cl m^ dtl- 

fcrent entre elles. Mais si mz=zm' ^ le second membre se présente 
sous la forme — . Sa vraie valeur est alors une quantité finie bien 
facile à trouver directement ou à déterminer par les règles ordi- 
naires. Ou dilTércntie , par rapport à m , le numérateur 






puis le dénominateur m^mf. Ce dernier donne Tunité pour ré- 
sultat ; le premier conduit à 



^ \^ dm " dop "' drtd/w / 



Vj^x est nul aux deux limites ors/, x=>V. Soit donc représenté 

par H ^ W \^ quantité a' — ^ /"^ à ces valeurs extrêmes , cl 

c'est la différence W — Ussçn qui sera le nombre cbercbé. Ainsi 
Ton aura 



/ 



y.àx=:.„ : 



XVII. Revenons présentement à Téquation (d) , c'est-à-dire ak 
Téquation 

J'y change x en « , ce qui est permis ; je multiplie ces deux 
membres par 
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{<p(a , m)4.(/ , m)— v|/(a , m)tf{l , m) } da ; 

et j'ialègre ensuite entre les lioiites a=/ , a=/^. Le premier membre 
devient égal à une intégrale définie 



/; 



{(p(a , /w)\|;(/, m)— \|;(ûf , m)cp(/, m)}<^(a)(la 



Le second membre , en vertu des principes de l'art, XVI , se 

A 
réduit à un seul terme , savoir : ,^^ ^^ ; en sorte que 

et réquation suivante : 

ne contenant plus que des quantités connues , donne la valeur de 
Il , pour un instant quelconque , en tel point qu'on veut de la 
l>arre , et résout , dans toute sa généralité le problème qui nous 
occupe. Cette valeur est composée de deux parties ; la première 
indépendante du temps , représente Tétat permanent auquel la 
barre arrive enfin ; la seconde , dépendante à la fois du point et 
de l'instant que l'on considère , et tendant vers zéro à mesure 
que le temps augmente , répond à Tétat variable. Ainsi , il y a 
dans la barre deux flux de chaleur bien distincts , qui suivent 
des lois différentes et qui , d'après leurs signes , s'ajoutent ou se 
retranchent pour former le flux total. 

Lorsque la valeur de t est devenue très-considérable , l'exponen- 
tielle «^"" est très-petite ; et si l'on considère les quantités tf""'"'' , 

d""'"*', , qu'on déduit de la première par les hypothèses 

m:=m^ • m=sm^ , , on voit qu'elles décroissent très rapide- 
ment à mesure que m augmente. On peut donc , a une cer- 
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laîne époque, se borner à la première exponentielle , dans la va- 
leur de 1/. Ou obtient alors 

-m « /" 

U:=U^+ ^ ^ (^(x,m,)4'(/,w,)— ^^(a;,mO^(/,m,))/ {<-,w,)^(/,m,)-i^(«,m,)^/,m,)]4»(,)di 

Dans cet clat de la barre , qui précède îminédiatenient Tétaj 
perroanenl , les différences a — i/^ décroissent avec le temps , comme 
les termes d'une progression géométrique , ce qui est une proprîélc 
générale des' lois du refroidissement. 

XVIII. Si la barre est limitée dans les deux sens > les deux 
longueurs / et P sont représentées par des nombres donnés. Si 
elle s*étend à Tinfini du côté B , on a P=qo . Enfin on doitpo* 
ser /=: — 00 , /''=-{- 00 , dans Thypothèse où la ligne AB est in- 
définie dans les deux sens. C'est afin de pouvoir comprendre ce 
dernier cas dans notre formule que nous avons pris Torigine O 
des abscisses dans une position tout à fait arbitraire , par rapport 
aux points A et B ; mais , en particularisant le Heu du point O , 
il est possible de simplifier beaucoup les calculs que nous avons 
indiqués dans les précédens articles. Cela est surtout utile pour la 
démonstration de divers théorèmes qui complètent la solution que 
nous avons donnée du problème qui fait le sujet de cet écrit , et 
qu'à la rigueur on peut regarder comme indispensables. 

Nous ferons voir i.® que l'équation d'où résultent les valeurs de 
m a toutes ses racines réelles et positives ; 2.^ nous prouverons 
que la série qui forme la valeur de u est une série convergente , 
ce qui est nécessaire pour compléter la solution. 

Les démonstrations de ces deux principes se déduisent de la 
méthode que nous avons exposée aux articles XII et XIII , pour 
Tintégration de l'équation linéaire du second ordre. Elles sont 
très-propres à faire connaître les avantages de ce procédé que 
nous avons omis dans le mémoire présenté , en 1829 , à l'Académie 
àts sciences. 
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XIX. Nous supposons qu'on a fait coïncider l*origine O ayec 
rexlrcmilc A de la barre. La longueur / sera alors nulle, et.l^ 
longueur AB deviendra V. L'équalion îadéQnie sera toujours. 

du d>ii - 

En posant 

u^ satisfera toujours à Téquatioa 

d»i/«r r/ \ ' 

On représentera encore par <^(x,m) , ^(x, m) deux iutégrales par- 
ticulières y en sorte que 

puis on aura 

Observons présentement que réquation qui donne i/^ peut av 
mettre sous cette forme 

d«i/» _ î{%) 



da;> 

et , par les principes de Tart. XII , on pourra poser 
ç(.r,/n)=:r+ -^ / d.r/ \{{x) — ^w]dx+-^ / àxl [((x)^m]dx j dar/ [f(x)r— m]djr-|- ; 

4^(x , /w)=j:-f — / Axj x[Ç(x) — m]dx+ — / d.r/ [f(^r) — m'\Axl àxi x[({x) — m]djr-{-..,,. 
Tom. XXI ^ n.^ 6, i.^^ décembre i83o. 22 
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Prenant alors les équaliuus deùuiea , «z=:9 , pour xss:lz=:o ; w=:ô^ , 
pour x=il ; elles douueul 

Or , on a 

cp(o,m) = i , vKo,m)=o ; 

m 

4es équations précédentes ^e réduisent donc i 

Elles doivent subsister quel que soit /, en sorte qu'il y a une 
valeur de m égale à zéro , à laquelle répondent les coefiiciens 

ce qui détermine complètement le premier terme u^ de la tempe* 
rature. Les autres valeurs de m sont ea nombre infini. A ce» va* 
leurs répondent les égalités 

lesquelles se^ réduisent à \j;(/',m)=50. Ainsi donc c'est réquatiotk 
4^(/^m)=o , ou 

^^+^ fy^J^yixy^mpdx+^^r^ =0 , 

qui détermine tous les nombres que m représente. C'est cette équa- 
tion qu il faut discuter et dont il s'agit de trouver les racines^ 

XX. Je poserai 
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Je coTîsIruîraî la courhe reprcscnice par celle égnlîlc , où m est 
Tabscisse el jr Vordonnée* Celle courbe coupera Taxe des m en 
un nombre infini de poînls , pour lesquels on aura ^=0. C'est à 
ces poînls que répondent les valeurs que nous voulons considérer. 
Or , la fonction f(.r) est donnée de j;=o à x==zl^. C'est une 
quantité toujours positive , dont la plus grande et la plus petite 
valeurs sont des nombres finis M , N. Ainsi la quantité m crois- 
sant, à partir de zéro, finira par dépasser f(^*). A celte époque, 
les divers termes de la valeur de ^ , qui d'abord étaient tous po-* 
«itifs , deviendront alternativement positifs et négatifs. Il en sera 
de même de Tordonnée jr; et c'est ainsi que Téquation jr=^o pos-> 
sède un nombre infini de racine» réelles. Voyons de quelle ma^ 
nière ces diverses guanlilés dépendent de /n , et comment elle» 
croissent et décroissent avec celte abscisse. 

Par un choix .conveuable d'unités ,.on peut toujours faire et\ 
sorte que /'=i et a^=zï. Nous adopterons ces valeurs qui sim- 
plifient un peu les rakonnemens. Maintenant observons que ^ ne 
peut être nul , tant que f(j:) — m est positif. Prenons donc /w>f(jr) » 
, et voyons ce qui résille de celle bypolhèse. Nous poserons 

p,=J^f'dxf'[f{xy^rn]i}Tf'âx j ':r[f(x)~m]<.lj: ; 
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on aura , par suite : 



SI la valeur moyenne de m — {(x) est au-dessous de Tunilë , les ter^ 

mes Pi i Pi % Pi tendent à diminuer , à mesure que Tindice 

augmente , i.® à cause de Tintroduction du nouveau facteur 
m — ({x) ; 2.^ à cause de la double intégration ajoutée en passant 
de Tun quelconque dentre çux au suivant, £p adoptant donc cett() 
hypothèse 9 on a 



Pi<Po . P^<P% » P^<P 



4 » 



Cl par conséquent ^>o. 

Soit à présent m — f(jr) supérieur à Tunité. L'introduction du fac« 
teur m — f(ar) d'un terme p^ au suivant p^^^ tend à augmenter 
ee dernier que la double intégration diminue ; et , comme Teffet 
de cette diminution se produit d'autant mieux que i» est plus grand » 
on voit que les nombres successifs Po % Pi % Pt ^ p^ $ ••••• iront dV 
bord croissant avec les indices , atteindront un maximum puis dé- 
croîtront indéfiniment. 

Cette idée a besoin d'être développée. On en sent sur-le-champ 
la justesse en regardant la fonction {(x) comme une constant^ 
égale à P ; car on a , dans ççtte hypothèse » 



i.a.i '^^ i.a.3.4.5 ^^ 1,3.3.4.5.6.7 

Et le^ rapports 

Pl_ P^ Pt P4 

Z'» Pi P*^ Px 

$oni 

m— P m^P m-'P m^P 
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Pour toutes ces fractions , le numérateur est Invariable ; le dë- 

i^omiaateur va croissant avec rapidité et finit par lui devenir égal 

ou supérieur. Donc aussi les termes Po ^ P\% P% * P\ ^ » ^^^^ 

que soit m^-^P , ne pourront pas toujours croître ave£ leurs indi- 
ces. Ils atteindront un maximum , puis décroîtront » Tindice con- 
tinuant à augmenter. Le maximum sera seulement d'autant plus 
éloigné de p^ que m^^P sera un nombre plus considérable. 

^ Ce que nous venons d'expliquer » en supposant i{x)z=iP , est 
i^vÂdemment général. Cela compris , on conçoit déj^ comment la 
valeur de/ peut être alternativement positive et négative, et par 
jConsé<j[uent nulle^ 

^XL Si î(x) était constant , quon eût l(:r)=;zP, les valeurs 

successives de Pq 9 P% % P^ i P^% seraient celles que nous yc^ 

npns d'écrire , et Ton obtiendrait 

^^~^^ 1.3.3 ■^Ta.3.4.5 ~ i.a.3.4-5.6.7 "^ 



Multipliant et divisant le second membre p^r i/fn—p , puis ob- 
servant que m— ^P est pgal à (j/m—Py , x)n a 

^~ i/'i;i^p\ i 1.^.3 "^ i.a.345 ) ' 

Ainsi 

/ Sin.|/^^p , 

• 
Or, par la décomposition du sinus en une infinité de facteurs , 
on sait que Téquatlon S'in.y^'iii^-O a toutes ses racines réelles 
et positives,. Ces r^c^nes sont données par Téçalité /n=:JP+n*«r* , 
dans laquelle «r est , à l'ordinaire , le rapport de la circonfiîrence 
au diamètre , et n un nombre entier qui peut prendre toutes les 
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valeurs de nrrro à «saoo • Donc aussi réquafîon /^=o a foules ses 
racines réelles , positives cl fournies parla formule ^t=P-f/i»^% 
dans laquelle ou doit faire varier le nombre entier n depuis «tsi 
jnsquà n=oo- La valeur de ii=o ne répond plus alors à/^ssOr 
mais 4 7*^2= i. 

Quand f(.r) n'est pas un nombre donné , maïs une fonclion va^ 
rîable , entre les Itmires 9f et N , on conçoit une valeur moyenne 
représentée par P^ et fe)le que , si l'on pose f(x)=P« , on trou- 
vera exactement la valeur de/. En adoptant celle idée , on obtient 

(m^Pn.) (m^Pn.y (m^P^Y. . 
^^^^ i.a3 ■** i.a.3.4.5 1.2.3.4.5.67"*' 



La quantité P^ n'est pas absolument constante* C'est une fone-^ 
tion de m qui peut changer en même temps que cette abscisse ;; 
mais ses yariations ne sont point arbitraires ; elle ne peut pas croî- 
tre indéSniment , puisque la fonction f(.r) est comprise entre deux 
limites finies M et N. Cela admis , on xnel Texpressiou de/ son» 
la forme suivante ; 

^_ Sin Km— P« , 



S/m-^Pn. 



elles racines m %g trouvent données par la formule iwrrP^-l-n'W^ 
où le nombre entier n varie de Tunilé à Tinfini. Cette dernière 
égalité est toujours possible. Soit , par exemple ^ /i=i ; je dis qu'on 
peut avoir m=/^„-f-/ï''cy\ cl le même genre de démonstration sera 
applicable à une valeur quelconque de m. En effet , le seconxl 
membre est renfermé entre des limites désignées, pufsque cela a 
Keu pour P^ et que «r' est constant. Le premier, au contraire y 
est absolument quelconque. Donc il existe un nombre jti^ tel que, 
s1 l'on fait m=/n, , cette équation sera satisfaite et aussi Téqua^ 
tion j^=0. 

Donc enfin réqualion jr=:o , dans le cas le plus général , a 
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toutes ftes racines réelles et positives, ce quon savait déjà, par 
le théorème de Tarticle I/'' 

L'analyse que nous venons d*employer conduit également à les 
calculer : nous n'insisterons pas sur ce point ; des considérations 
de ce genre n*ont aiicune dinicullé. Lorsque les racines sont pe- 
tites , on les obtient par la méthode des approximations successi- 
ves ; lorsqu'elles sont très-grandes , le nombre n* est très-grand 
tui-mème ; on néglige P„ et Ton a cette valeur trcs*approchée 
mssn'tsr* ; où n est un nombre entier quelconque , mais suflîsam* 
ment considérable. 

XXII. A la fm de Tarticle XIT , on a prouvé que la série 
qui exprime \{/(i:,m) est une série convergente. Nous ne revien- 
drons pas sur celte proposition qu'on peut démontrer par plus 
d*un moyen. De plus , quand les valeurs de m sont très-grandes » 
on peut prouver que ^(x,nt) esi une irès-petile quantité quel que 
^oit j;, £n effet , on a 

Si m est très-grand , négligeons î{x) par rapport à m ; îl viendra 

. , . oSm. 

,/ V 1 mx^ I m*jt> a 

«Sin. 

Or , =A— décroît indcfmimcnt à mesure que m augmente. 

XXIIL Je vais présentement démontrer la convergence de k 
suite qui exprime la valeur de u. Il faut reprendre l'expression 
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mettre et part ïe terme i/^ , qui re'pond àm=o , et pnîs se rappeler 
quà l'arïicle XIX on a faît voir que -^^=a, ^{l\m)z=zo pour 
)e$. autres valeurs de m. Il reste dès lors 

le signe S, s'ëlendant aux. râleurs de m données par ^(P,m)='Q\: 
Pour t=:o , u devient F(j:)*. On pose ( art. XVI ) ¥(a:)^u^ 
5ç:jP(ar). Puis Ton a *(a;) = 2^fl^\J/(a:,/n) , d'où Ton déduit, parla mé- 
thode déjà exposée ( art. XVI , XVII ) , 

A»(«)-Kot,m)dot 

Or ,* quand il s'agit de prouver la convergence de la série- 
:g5^tf"""Sj;(jr,m) , il est permis- d'abord de ne considérer que les- 
termes de la suite infinie où. m est très-considérable ; ensuite de 
faire 1=0 ; car, si la série est convergente , t étant nul ^.à/pi^ 
iiori le sera-t-elle à un instant quelconque différent» 

Po&onsr 



i'^ 



n dësigtiant un nombre entier très-grand. Partons d^une Talêar' 
nssn^ y puis faisons 



«ïs/i^-f-i , n=n''-f-2 , 7ï=/î^-f-3 , •,.. 



c'est à ccff diverses valeurs de n que répondront les grandes raci- 
nes de Téquation \|;(//,m)=o. Cela résulte de ce que ,. pour ce$.^ 
grandes racines ^ on a , ainsi qu on Ta vu à l'art. XXIi ^ 

aSin. ^^-. 
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ei de ce qa^ Sin. — ^ devient nul toutes les fois que 



Nous aurons , dans la même Iivpotlicse , 






m 



Ainsi I 

Or , la sërie du second membre est du nombre de celles qui ont 
ëtë discutées en détail par MM. Fourier et Poisson. Et , en effet, 
elle se rapporte au cas où f(a:)=o , oà le pouvoir rayonnant est 
nul, et constant par conséquent. La convergence de la série , 
dans le cas général , se trouve donc ainsi ramenée au cas parti- 
culier oà i{pc) est invariable , sur lequel il ne peut rester aucun 
doute , après \^^ mémoires des auteurs cites. 

XXIV. Il nous reste à supposer yariables , suivant une fonc- 
tion quelconque de l'abscisse , la conductibilité et la chaleur spé- 
cifique. Si Ton a bien compris ce qui précède , on ne trouvera 
aucune difficulté dans cette question nouvelle , ce qui nous per- 
mettra d'en exposer rapidement les résultats. Supposons d'abord 
une barre AB, telle que AB=/, arrivée à Tétat permanent. Nom- 
mons k la conductibilité , variable en fonction de l'abscisse Amer a: 
de m , comptée à partir du* point A. Soit de plus co l'aire, e le 
contour de la section transversale , l'une et l'autre constantes , 
Tom. XYLI. 23 
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el V le pouvoir rayonnant de la surface extérieure , exprime en 
fonction de X] on aura cette éi]ualion indéfinie 



(-) 



où li désigne la température au point où Tabscisse est or , et qui 
suppose le milieu ambiant entretenu à o**. En posant 

o 'y r/ \ 

«= - . y^ =fOr) . 

cette équation peut s'écrire ainsi 

(b) ^=..f(x) . 

Les constantes de Tintégrale se détet'mineront , par exemple , en 
admettant qu'aux extrémités A, B de la barre , les températui-es 
sont 9 , 0^ Or, Téquation différentielle (b) est de même forme que 
celle relative à la première question du mémoire. Elle se trailera 
donc comme nous avons traité celle-là , et le nouveau problème 
sera résolu par les mêmes procédés que nous avons appliqués à 
Taulrc. 

Considérons deux barres de même longueur, mais de matières 
diverses. Admettons que, dans ces deux barres, e et co soient les 
mêmes , ainsi que la fonction de Tabsciâse qui exprime le rapport 
du pouvoir rayonnant à la conductibilité. L'équation (b) sera U 
même pour 'l'un et pour l'autre. Si de plus on entretient leurs ex- 
trémités à des températures qui diffèrent de la première barre à 
la seconde, et en raison inverse de leurs conductibilités à ces li- 
mites données, les valeurs de p, pour ces deux points, seront 
égales de part et d'autre , et dès lors elles resteront les mêmes 
pour tous les autres points homologues des deux barres. 
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Mais on a w= — . Soîenl w' , al' les valeurs de; u pour deux 
« 

points des barres ayant la même abscisse a: , et A' , k^ le3 con- 
ductibilités. Puisque V est le même pour Tune et Tautrc , on a 
u^ \ u^* \\ k'f \ k' ; c'est-à-dire que les températures sont en raison 
inverse des conductibilités. 

XXV. Considérons présentement le mouvement varié de la cba- 
leur dans une barre bclérogène. En désignant par c la chaleur 
spécifique , nous aurons Téqualion 

^ ' d/ da,> 

Les équations définies seront , par exemple , w=:0 pour 0^=0, w = 0^ 
pour x^l , et u—Six) pour /=:o , de a? = o à x=L En posant 
ku^if , puis se rappelant que c , k , y sont des fonctions qxielcon- 
ques de .r, et faisant , en conséquence, 

Téquation (c) çc transforpiCFa dans celle-ci : 

Pour intégrer Téqnation (d) on formera, comme à l'arf. XïV , 
rintégralc généi^le d'un nombre infini d'intégrales particulières. 
Soit 

la substitution donnera 
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écjuaiion qui, devant être salisfaile quel que soit /, donne cçtle 
expression générale 

(e) —mç^^=((x) ^"-^—i^JX^) : 

Celle cqualion linéaire est d'une forme qui nous est bien connue. 
Soient ^>(x,m) , ^(x,m) deux intégrales particulières ; et , comme 
à Tart. XIV , soit posé 

doà 

Pour déterminer les valeurs de m , il faut recourir aux équations 
dcfniies 

wiO pour x=^o' f u=B* pour ar=/ , 
et se rappeler en même temps que 

En eiîet , ces conditions donnent , en nommant k^^ k^^ les valeurs 
de k , pour les deux abscisses o , / 

^aî-'[^„<p(o,/»)H-iî,vKo,m)]=ô , 

i-S.--[^„y(/,m)+5„4,(/,m)]=:9/ . 

Ces conditions se simplifient à cause des valeurs de (p(x^m) et 
de ^{Xyfn). En effet , l équation (e) peut s'écrire ainsi 



Digitized by 



Google 



DE LA CHALEUR. 177 






■m 

». 



Oo pourra donc poser 

De là résulte 

tp(o,m)=i , 4.(o,m)=a , 

et , par conséquent , 



Ces égalités doivent subsister pour toutes les valeurs positives de 
t. On en conclut sans peine qu'une des valeurs de Texposaut m 
doit être zéro , et qu'à cet exposant répondent les valeurs 

: ^,_9*. , ^„_— __ — , 

qui déterminent le premier terme i/^ de la valeur de u , lequel 
représente Tétai permanent de la barre. Les coelTicicns qui ré- 
pondent aux autres valeurs de m doivent être égalés à zéro , et 
Tom a , en général , 

ce qui donne , à la fois , 
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Tour est connu dans celle dernière équalîon , exceplé la yariabît 
m ; el ses racines déicrmîneroni les nombres m, , m^ y^^% .•••• 
qui entrent en expo&anijs de s'^* , dans le développement de ii 
en série. La valeur de Jm ^st nulle ; celte de B^^ est seulo ia* 
x:onnue , et Ton a 



« = «o+f2i?v-'v{'(x./n) . 



XXVI. Que Ton fasse à présent /rso, u deviendra une fonction 
connue F(a:)* Représentons par $(.x') la différence F(x) — i/^ es a- 
lement connue ; ou devra satisfaire à celte égalité 

*(a:;=2/?.|(.r,/n) , 

qui pourlant ne subsiste que de jr=o à x^J. Ici, coosme i 
l'art. XVI y la fonction *(j:) peut elre discontinue. L'équaîioa 
que je viens d'écrire est la conséquence de raisonnemens rigou- 
reux. II est bors de doule que $(x) puisse se développer en une 
série ayant la forme de celle comprise dans te second membre* 
Il nous reste à déterminer convenablement Bm* 

Celle détermination diffère un peu de celle de l'art. XVI , mais 
on 7 parvient toutefois par des principes semblables. On pose 
4/(jr,m)ssX„ , et Ton observe que X^ satisfait à réquatioQ 



-;nX„ = f(x)^^-X,f.(x) . 



Pour une seconde yalcur m^ de m , on a de même une équatioii 
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Cela posé , Tintégralc qu'on cherche à calculer est 



/ 



' XmXm4x 



et ron pas y'^X^X„,dr , comme à Tan. XVI. On cilmînc f,(.r) 
cmrc les deux cgalilés qui prcccdcnt. Cela donne 



(m-7n')X,X„,=f(^) 






Divisant par {rn^^rn)((x) , puis intégranl par rapport à a: , on en 
déduit 

t{x) m'^m' } ûx '^ do; ) • 

Or, Si Ton prend celle inlcgrale de j;=:o à j:=/, le second 
membre sera nul , tant que m—/»' ne sera pas Ecro. Cela résulle 
de ce. qu'à ces limites les quanlîlcs Xj» et X^. sont nulles elles^ 
même ^ ce qu'on vcrifie aisément en observant qu'on a les cqua< 
tious 

^(/,iw)=so , ^o,/w) = o . 

Ainsi donc y'oX^X^i'îjrso , tant que les racines m , m' difTcrent 
enlre elles. Mais, si m::im\ le second membre se réduit à une 
valeur finie , détcrminable par les rjcgies ordinaires , puisqu'il 

prend la formé 



G 

o 



XXTII. Revenons présentement a Téqualion 
*y ckme v e:i or , c« qui est permis. Je mulliplie les deui mcm- 



Digitized by 



Google 



i8o THEORIE DE LA CHALEUR. 

hres par Kst./n). et j'inicgrc cnlre les limites a=o , a = /. Le pre- 
mier nicniLi-c dcvienl égal à une iiilcgrale définie 

y ',*(«) K«.m)da . 

Le second membre , en verlu des principes de l'art. XXVI , devient 

Il se réduit au seul terme qui contient le coefficient S^ » et .l'oii 

a l'égalité 

On a donc cetle yaleur de u , 

laquelle ne contient plus que des quantités connues et donne Ta 
température en un point quelconque de la barre , et pour une 
valeur arbilraire de /. On prouverait , comme à Tart. XX , que 
les valeurs de m sont toutes réelles et positives. 

XXVIU. Ce mémoire , très-succînt , n'est qu'un extrait de mes 
recherches sur la théorie de la chaleur. Je n'y ai point parlé de 
Inapplication de rms calculs à la sphère , ce qui est important 
pour le problème des températures terrestres ^ ni du cas où la 
barre rayonne librement à szs extrémités* J'ai passé rapidement 
sur les points secondaires. Plus lard je reviendrai sur ces ques- 
tlons , et je chercherai à résoudre les mêmes questions , en sup^ 
posant aux corps leurs trois dimensions. Quant à Tart. Y de mes 
recherches de i83o« lequel se rapportait aux questions primitives 
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de la chaleur . il forme , à dire vrai « un aicmoirc à pari ^ que 
je n'ai pas dû transcrire ici (*). 



(•) Je croîs devoir m'excuscr , vîs-à-vis du lecteur , de lui livrer un mé- 
moire aussi maossadement , )e puis même dire , aussi inintclligiblement ré- 
dige'. Mais, au moment où je compinis m'occuper paisiblement de préparer 
ma livraison , il me fallut, à mon très-grand regret, prendre les rênes d*une 
administration qui , fort pe^Aible dans tous les temps , surtout des le début , 
le devenait beaucoup plus encore par reffel des circonstances dans lesquel- 
les nous nous trouvons. Par suite d'an déménagement auquel il nrétait im- 
possible de présider , mes papiers se trouvèrent enfouis sous des monceaux 
de livres que je n'avais pas le temps de remuer. Ce mémoire se présenta 
à moi , je crus trouver dans le double titre d'ingénieur et d'ancien élève 
de l'Ecole polytechnique une garantie suffisante du talent de rédaction de 
l'auteur , et j'envoyai de suite l'ouvrage à l'impression. L'auteur m'a bien trans- 
mis postérieurement quelques corrections , mais , outre qu'elles n'auraient pas 
•ensiblemeni amélioré le mémoire , il était imprimé quand cUcs me sont par- 
venues. 

Je ne prétends contester aucunement la capacité mathématique de M. Liou^ 
ville ; mais à quoi sert cette capacité , si elle n'est accompagnée de l'art de 
disposer , de l'art de se faire lire , entendre et goàter. Malheureusement il n'est 
aujourd'hui que trop de jeunes gens , de beaucoup de mérite d'ailleurs , qui 
regardent comme un accessoire presque indifférent ce que )e regarde moi 
comme le mérite essentiel , le mérite par excellence , au défaut duquel tout 
le reste c'est absolutnent rien. 

Je désire bien vivement que M. Liouville se venge prochainement des re^ 
proches un peu sévères peut-être que , bien à regret , sans doute , je me trouve 
contraint de lui adresser aujourd'hui , en publiant quelque mémoire que Ton 
puisse lire à peu près comme on lit un roman ; mais la vérité est que je le 
désire beaucoup pluS que je ne l'espère. Une longue cxpéiience m'a prouvé 
que le mal dont il est atteint est un mal à peu près incurable. 

J. D. G. 

Tom.XXI 24 
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AfllALYSE TRANSCENDANTE. 

^otçs sur quelques points (ï analyse ; 
Far M« Gkl^i^^ élève à TEcoIe normale. 

§. I. 

Dimontration Sun théorème d analyse* 

X HÉORÈME. Soient Fx et fx deux fonctions <}uelcon<]Hes don- 
nées ; on aur;i » ^u^U quis soient jr et A » 

f ^lani une ^>nction détiermini^e i €t i( une <paniit(é intennédîairt 
enire x et ;jr-|-A, 

J)émonstr(fthn. Posons i en effet , 

on en <|ëdiiira 

F(x+A)— />f(x+A)=Fjr— PÊr ; 
d'oà Ton volt que la fonction Tx—Pfx ne change pas quand <m 
y change x en x^h ; d où il suit qu'à moins qu elle ne resr« 
constante entre ces limites , ce qui ne pourrait avoir lieu que dans 
des cas partici|)iers , cette fonction aura , entre x et ^+A , un 
ou plusieurs maxima et minima. Soit h la Valeur de 47 répondaiH 
à l'un d'eux ; gn aura évidemment 

jf étant une fonction déiermînëe j dQne on doil ayoir aussi 



Digitized by 



Google 



D'ANALYSE. i83 

<f éfant une autre (bnclîan également Jëterminëe } ce qui déoian- 
tre le théorème. 

De là on peut conclure , comme corollafre , que la quantité 

pour A=:o , est nécessairement une fonction de x^ ce qui cfémoiv* 
tre, à priori f Texistence des fonctions dérivées .^ 

Ma/an Je courhure ées courbes dang T espace. 

Le rayon de courbure d'une courbe en Tun quelconque de ses 
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur Tinter- 
aeclion du plan normal au point M avec le pfan normal xonsé-t 
culif 9 comme il est aisé de s*en assurer par des considérations géo- 
métriques* 

Cela posé , sott ( x ,/ , z ) un point de ïa courbe ; on sait qujC 
le plan normal en ce point aura pour équation 

(jT-x) '^ +(r-^) % +(z-z) il =o . (N) , 

X ,y ^ Z étant les symboles- des coordonnées courantes. L'rnter- 
«ecyon de ce plan normal avec le plan normal consécutif sera 
donnée par le système de cette équation et de la suivante 



d/t) i.(^\ d/i) 



às ■ X •/ i^ 

attendu que 



(') 



(ir)+(é'+(l>'- 
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Or , il est aîsc de voir que le plan (I) est perpendicttlaîre au 
plan (N) ; car Ton a 

donc la perpendiculaire abaissée du poinl ( a: , ^ , z) sur Vinter- 
seclion des deux plans (N) et (I) nest autre chose que la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur le plan (I). Le rayon de 
courbure est donc la perpendiculaire abaissé du point ( j:,^, « ) 
sur le plan (I). Cette considération donne , très-simplement , le» 
théorèmes connus sur les rayon? de courbure des courbes dans 
Tcspace, 



QUESTIOIVS RÉSOLUES. 

Solution des deux problèmes de géométrie énon- 
cés à la pag. 72 du présent volume \ 

Par M. L E Barbier. 

1 RO BLÊME /. Conduire^ dans Tlnlérieur dun triangle, deux droi- 
tes telles que chacune (Celles contienne les centres de gratuité des aires 
des deux segmens du triangle déterminés par T autre ? 

Solution. De quelque manière qu'une droite divise Taire d'un 
triangle en deux segmens , toujours les centres de gravité de ces 
deux segmens sont en ligne droite avec le centre de gravité du 
triangle ; d'où il est aisé de conclure que les deux droites dé- 
mandées par Vértoncé du problème doivent avoir leur inlerseclioa 
à ce dernier point. 

Si Ton joint Tun des sommets du triangle au milieu du coté op- 
posé par une droite , cette droite cotilieudra le centre de gravité 
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^e Taire du iriangte qu'elle divisera en deux autres : et si , par 
ce centre de gravité , on mène une parallèle au côté du triangle 
au milieu duquel se termine la droite dont il s'agit , cette paral- 
lèle contiendra évidemment les rentres de gravité des aires des 
deux segmens du triangle. ^ 

D'un autre côté , cette parallèle divisera le triangle en deux seg* 
mens, dont Tun sera un triangle qui lui sera semblable, tandis 
que Tautre sera un trapèze» Le centre de gravite du premier de 
ces deux segmens sera évidemment sur la première droite ; et , 
comme le centre de gravité du triangle total y est aussi, il en sera 
de même du centre de gravité de l'autre segment. 

Ainsi, si, par le centre de gravité de Taire d'un triangle, on 
mène deux droites , Tune parallèle à Tun de ses côtés et Tautre 
passant par le sommet opposé, chacune de ces deux droites con- 
tiendra les centres de gravité des aires des deux segmens du trian-* 
gle déterminés par Tauire ; le système de ces deux droites offrira 
donc une solution du problème. 

£t comme , dans un triangle , on peut conduire trois systèmes 
de deux pareilles droite^ , il s'ensuit que le problème proposé ad* 
met trois solutions» 

PROBLÈME II. Conduire , dans f intérieur dun tétraèdre , trois 
plans tels que T intersection de deux quelconques contienne les centres 
de gratuité des volumes des deux segmens du tétraèdre déterminés par 
le troisième ? 

Solution. De quelque manière qu'un plan divise un tétraèdre en 
deux segmens , toujours les centres de gravité des volumes de ces 
deux segmens seront en ligne droite avec le centre de gravité du 
volume du tétraèdre. Puis donc que l'intersection de deux queU 
conques des trois plans cherchés doit contenir les centres de gra- 
vité des volumes des deux segmens déterminés par le troisième , 
elle doit aussi contenir le centre de gravité du volume du tctraè- 
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dre ; doù Tondent conclure que les trois plans chercliés doivent 

se couper en ce point. 

Soient A , B , C , D les sommets do tétraèdre , eC soft G son cen- 
tre de gravité. Par ce point , conduisons un plan parallèle à Ta 
face ABC , ce plan déterminera un triangle A^B^C^ , semblable à ABC , 
et dont le cenire de gravilc sera le mfme que le centre de gravité 
G du tétraèdre. De plus ce même.pfan A'B'C divisera Te tétraë-' 
dre en deux segmens^ dont (es centres de gravité seront évrdem- 
ment sur la droite DG. 

Conduisons , par le point G, dans Te plan du trtangTe A'B^C^, deux 
droites qui résolvent Te précédent problème par rapport à ce triangle ; 
par exemple , une parallèle A'^B^^ au côté A/W et une droite G'C** , 
joignant le sommet O au milieu C^^ du côté opposé A'B'^ par chacune 
de ces droites et par le sommet D conduisons deux plans ; Te premier 
divisera le tétraèdre en deux pyramides de même sommet que^ 
lui , dont une sera elle-même un tétraèdre ^ tandis que Tautre sera 
une pyramide quadrangulaire ; et ces deux segments auront évi- 
demment leurs centres de gravité sur la droite C^C^^yintersections^ 
du premier plan A'B^C^ avec le troisième.- 

Quant à ce troisième plan , il divisera le tétraèdre en deur autres^ 
de même sommet que lui , dont les centres de gravité seront évi*- 
demmentsur la droite A^'B'^, intersection des deux premiers^ plans. 
Ainsi les trois droites DG » CC et A^'B^'' , prises deux à deux ,. 
déterminent trois plans tels que chacun d*eux partage le tétraèdre 
en deux segmens dont les centres de gravité sont situés à Tin-^ 
tersection des deux autres , c'est-à-dire , trois plans qui résolvent 
le problème. 

Mais , par le précédent problème , on< peut mener , dans le 
plan du triangle A^B^C^, deux autres systèmes de droites qui , avec 
la même droite DG déterminent trois plans qui le résolvent égar 
lement ; donc , en conservant toujours le plan A^B'C^, comme Tua 
des plans cherchés , le problème aura déjà trois solutions. 

Mais attendu qu'au lieu de conduire ce plan parallèlement i 
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h face ABC on aurait pu tout aussi bien le conduire parallèle- 
ment à chacune des trois autres faces ; et que , pour chaque di« 
reclion qu'on voudra lui assigner , le problème aura toujours trois 
solutions ; il s'ensuit que le nombre de ses solutions s^élève jus- 
qu'à douze. 

Mais comme il existe quatre plans dont chacun est le même 
pQur trois '«des solutions , ii s'ensuit que le nombre des plans em- 
ployés dans les douze solutions 5 élève seulement à vingt-huit et 
Don pas à trente-six* 



Démonstration du théorème de géométrie 
énoncé à la pag. loo du présent volume ; 

Par M« Vallès » ingéaîeur des ponU et chaussées^ ancîeii 
élève de lecole polytechnique* 

JL HÉOREME. La différence des distances de chacun des points iune 
parabole à son foyer et a une perpendiculaire fixe à laxe de la 
tourbe est une quantité' constante {*)• 

Démonstration. Soient/ la distance variable de Tun quelconque des 
points de la courbe à son foyer , d la distance également variable de 
ce mime point à la directrice , et enfin a la distance de la di* 
xectrice â la droite fixe que , pour fiz^r les idées , nous supposons 
silni^e ^ par rapport â cette directrice , du côté des x positifs La 
dislance du point de la courbe à cette droite sera d — a ; donc 
la différence entre cette distance et la distance de ce même point 
au foyer sera 



(^ Ce the'orèine cM iA k M. Coste , capiuine d'ariillerie 

J. 



D. G. 
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f-d^a ; 

mais, suivant la proprîélé fondamentale de la parabole, on a 
f' — £/=:o; donc cctic dislance se réduira simplement à a , quan- 
tîlë constante , comme l'annonce le thcorcme. 

On doit remarquer que , si le point pris sur la courbe était 
situé entre la directrice et sa parallèle fixe « ce serait alors la 
somme et non la difTérence des deux distances qui serait constante» 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de géométrie. 

I. ijOUPER un triangle , par une droite, en deux segmens tels 
que leurs centres de gravité soient situés sur une autre droite, 
perpendiculaire à celle-là? 

II. Couper un tétraèdre , par un plan , en deux segmens Tels 
que leurs centres de gravité soient situés sur une droite perpea- 
diculaire à ce plan ? 
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ARITHMÉTIQUE SOCIALE. 

Notions élémentaires sur les métaux considérés 
comme monnaies i 

Par M. Gergonne (*). 

J E me propose cVexamincr, dans Tessaî qu'on va lire» par quelle 
progression d'idées Pu^nge des monnaies mclalliques a pu s'intro- 
duire universellement dans nos sociétés , quels eflc's généraux ré- 
sultent de leur emploi , et quelle influence peut avoir leur circu- 
lation plus ou moins abondante sur la valeur des choses et sur 
la richesse des nations. Je n'aurai qu'un petit nombre de vérités 
à établir , et des vérités presque triviales , bien qu'elles soient 
trop souvent méconnues ; mais je signalerai , chemin faisant , des 
erreurs et des préjugés de plus d'un genre. Un pareil soin ne me 
paraît pas tout à fait dépourvu d*ulililé , car, outre ce que Ter- 



(^) Cet essai , compose à la fin de i&aS, était destiné pour V Annuaire du 
àéparttment de F Hérault de 1826. Le P(éfct d'alors, tout en approuvant 
récrit , comine particalîer , de'^irait , comme agent d*un raînisière ombra- 
geux , que j*y fisse diverses modifications et supprcssioris ; mais , comme elles 
auraient dû porter sur les points de doctrines auxquels je tenais le plus , je 
préf'irai retirer le maoascrit que de le faire paraître ainsi mutilé et défi- 
guré. Je le dopne aujourd'hui tel qu'il était alors > en rejetant dans des no- 
tes ce que j'ai cru devoir y ajouter poslérieurement* 

Tom. XXI ^ n.* 7 , i.^"^ janvier i83ir 25 
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reur cl rignorancc des saines doclrincs , en quelque matière que 
ce soit , oui toujours de honleux en elles-oiêmes , il n'arrive que 
trop souvent que les gouvcrnemens même les plus éclairés sur 
les vérilables inléreis du public , ne peuvent tenter tout le bien 
quils' dcsireraîcut, par Tobligalion où il se trouvent de respecter 
ou du moins de ne pas bcurter trop brusquement des opinions 
quils savent d'ailleurs fort bien n'avoir aucun fondement solide « 
mais auxquelles le désir de conserver la paix publique n'exige 
pas moins qu'on sacrifie; tant il est vrai qu'instruire -les hommes 
c*cst en même temps les rendre plus facilement gouvernables. 

Je supposerai , en premier lieu , que , par quelque cause que 
ce puisse être , un homme se trouve contraint de passer ses jours 
dans un isolement absolu de ses semblables , et dans Timpossibi-* 
liié d'entretenir aucune relation avec eux. Indépendamment de 
tout ce que ^etle situation aurait d'affligeant , sous le point de 
vue moral , on conçoit que l'existence d'un tel homme ne pour- 
rait être que très-misérable^ Nous ne faisons vite et bien , en ef- 
fet , que ce dont nous faisons notre occupation unique et habi- 
tuelle ; d'où l'on peut voir à quel point devrait être mal nourri , 
mal vêtu , mal défendu contre l'inclémence des saisons et les at- 
taques des animaux, mal pourvu enfin des choses les plus néces- 
saires , celui qui , pour satisfaire ses besoins divers , serait sans 
cesse obligé d'exercer tour à tour les professions les plus dispara- 
tes , sans avoir le loisir de se perfectionner dans aucune d'elles. 

Donnons , au contraire , à cet homme une famille ; et , bien 
qu'alors les besoins croissent dans une proporlion exacte avec le 
nombre des individus qui pourront y pourvoir , sa situation ne s'en 
trouvera pas moins améliorée d'une manière très-notable. Le soin 
de pourvoir à ces besoins divers pourra dès lors , en effet, être 
réparti entre les membres de la petite colonie , en raison de I^ 
diversité de leurs forces , de leur intelligence ou même simple- 
ment de leurs inclinations, Ainsi, tandis que l'un des fils se dé- 
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Toaera tout entier à la chasse , un autre s'occupera exclusivement 
de la pêche ; celuî-cî se consacrera à Téclucalion des troupeaux ; 
celui-là à la culture des terres ; un cinquième à l'entretien de 
rhabilation commune et de son mobilier , et ainsi des autres. La 
mère et ses filles , de leur côté , prendront soin de filer et de tîs- 
Bcr la toison des brebis ou les fibres des plantes , de les façon- 
ner en divers yêtemens appropriés à la variété des saisons ; elles 
prépareront à tous les alimens nécessaires à leur subsistance ; ^an* 
dis que le chef de la famille pourra réserver , pour sa part de 
soins , la police , la direction et la surveillance générale de fous 
les travaux. Les occupations de chaque individu se trouvant ainsi 
circonscrites dans des limites assez étroites , il arrivera que bien- 
tôt l'observation , l'expérience et la réflexion suggéreront aux uns 
comme aux autres les moyens de faire , à la fois , mieux et plus 
pi*omptement. L'exigence sur ce point croissant sans cesse , en 
proportion de la perfection , de l'abondance et de la prompte con- 
fection des produits , le goût et l'esprit d'invention se dévelop- 
peront par degrés , et bientôt celte société naissante pourra con- 
naître l'aisance, le luxe et même le loisir. 

C'est ainsi qu'a pu être très-naturellement révélé à l'homme un 
des secrets de l'art social les plus féconds en précieuses consé- 
quences : je veux dire te principe de la dliùsion du travail qui , 
dans nos sociétés modernes , a reçu un développement si général 
et si étendu. Si présentement on nous offre chaque jour , dans 
nos rues et sur nos places , quarante épingîes pour un sous (*) , 
c'est parce qu'une épingle , avant d'être livrée au public , passe 
tour à tour dans les mains de treize ouvriers. Un ouvrier qui of- 
frirait de fabriquer , à lui seul , une épingle pour quarante sous , 



(*) Au moment où j'écrivais ceci , un colporteur parcoarait tous les jours 
les rues de Montpellier , en annonçant par ce cri le genre de son négoce. 



Digitized by 



Google 



192 DES METAUX 

ferait pcut-ctrc un mauvais marché ; car , sans même parler d^ 
la prcpani^tion des matières premières, il pourrait fort bien y em- 
ployer plus d'une demi-journée ; et la journée d'un ouvrier tant 
soit peu habile et intelligent vaut bien au moins quatre francs* 

Faisons présentement sortir la petite famille de son isolement , 
comme nous en avions fait tout à Theure sortir Tindividu. Etablis- 
sons autour d'elle d^autres familles , en plus ou moins grand nom- 
bre. On conçoit que dès lors le principe de la division du fra* 
vail pourra recevoir une nouvelle extension» Nous avions , H n'y 
a qu'un instant , des individus chasseurs , pêcheurs , pasteurs , 
agriculteurs , etc. ; mais présentement ces différentes, professions 
pourront être réparties entre les diverses familles qui , à leur tour, 
répartiront entre les individus dont elles seront composées les di- 
verses sortes de travaux que l'exercice de chacune de ces profes- 
sions pourra réclamer. Ainsi, par exemple, dans la famille des 
chasseurs , les uns fabriqueront des arcs et des flèches , et les 
autres des filets et des pièges ; ceux-ci dresseront des chiens ou 
des oiseaux de proie ; ceux-là dépouilleront le gibier et eu prépa* 
reront les chairs de manière à pouvoir les conserver saines penr 
dant un temps plus ou moins long ; et la répartition des occupations 
diverses se fera d'une manière analogue , dans les autres familles , 
pour Tavanlagc général de la petite république. 

Mais un tel état de choses exige impérieusement qu'un autre 
principe vienne se combiner avec celui de la division du travail. 
Si, en effet, chaque famille prétendait demeurer seule propriétaire 
de la totalité des fruits de son industrie et de ses conquêtes sur 
la nature ; des travaux ainsi restreints à un seul objet les met-r 
traient toutes dans une excessive abondance de certaines choses 
et dans le dénuement le plus absolu de toutes les autres ; elles 
auraient toutes du superflu et toutes, en même temps, se trou- 
veraient privées des choses les plus nécessaires. Il faudra donc , 
si chacun veut jouir du fruit rlss travaux de tous , que tous aient 
recours aux échanges ; et c'est , en effet , l'expédient auquel elles 
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ne manqueront pas de songer. C'est ainsi que le commerce , les ren- 
dant nécessaires les uns aux autres , en même temps quil ré- 
pandra un bien-être général , établira entre elles un coptact jourr 
nalier , des relations de bon voisinage qui embelliront leur exis- 
tence morale , en leur faisant goûter le charme de la sociabilité. 
Heureux si Texigence des fi3rts et Tastuce des faibles , ne vient 
pas bientôt troubler cette précieuse harmonie , et faire sentir im- 
périeusement à tous le besoin d'une force réprimante (*). 

Ce que sont entre elles des familles voisines , les nations le sont 
plus en grand ; mais , avec cette différence notable que ce qui 
peut fort bien n*êlre que pure convenance pour celles-là devient 
souvent nécessité rigoureuse pour celles-ci « placées comme elles 
le sont sur des territoires très-divers , dont la variété doit entraî- 
ner forcément celle de leurs occupations. Parmi les diverses con* 
trées habitées de notre globe , il en est , en effet , qui ne sont 
propres seulement qu*au labourage ou au pâturage , d'autres à la 
culture de la vigne , de l'olivier ou du mûrier ; là ce sont d'im- 
menses forêts , séjour d'animaux que la chasse fiit tomber au pou* 
voir de Thomme; ici ce sont des lacs et des étangs qui ne sau-^ 
raient lui permettre que l'exercice de la pêche ; ailleurs c'est un 
sol rebelle à tous les genres de cultures » mais duquel on peut 
extraire à^s minéraux plus ou moins précieux. Il est enfin des 
populations nombreuses disséminées sur un territoire absolument 
improductif, et alors , ou bien elles se répandent sur les autres 
territoires pour y échanger leur travail contre les choses nécessai- 
res à leur subsistance , ou bien elles appliquent leur industrie « 
MUS se déplacer , aux produits bruts des contrées voisines qu'elles 



(•) Je ne parle ici qoe d'e'changc d'objets matériels , afin de ne pas com- 
pliquer la question ; mais on sent assez qu'on pcnt aussi échanger des ser- 
vices contre des denrées , ou même des services contre d'autres services d'une 
nature différente. 
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rendent propres à une 'multitude d'usages divers; de sorte que la 
condîûori de riiomme sur la terre serait des plus déplorable sans 
le commerce qui , établissant entre les diverses nations des rela- 
tions également avantageuses à toules , devient à la iois la cause 
et la condition de la perpétuité de leur séjour dans les lieux où 
elles se trouvent éiablîes (*). 

Dans les premiers âges de la civilisation , où le manque de gran- 
des routes , de moyens commodes et prompts de correspondance 
et de transport , de police et de force publique » rendaient les 
relations de peuple à peuple également rares et périlleuses, il de- 
vait être d'ordinaire assez diflîcile à ceux qui possédaient du su- 
perflu , dans certain genre, de découvrir en quelles contrées Ils 
pourraient en faire un échange avantageux contre les objets dont 
ils se trouvaient dépourvus ; il pouvait se faire d'ailleurs qulU 
ne rencontrassent que dans des localités assez distantes entre elle& 
et à se défaire de tout ce qu*Ils avaient de ti*c^ , et a se pourvoir 
de tout ce qui leur manquait ; ce qui aurait nécessité des dépi»- 
cemens continuels , extrêmement pénibles , surtout lorsqu'il aurait 
fallu traverser des contrées tout à fait désertes , n'offrant aucune 
ressource pour la subsistance des voyageurs ni aucune garantie 
pour leur sûreté. Ce qu'on trouva de mieux pour atténuer ces 
divers înconvénîens fut de convenir de certains lieux où , à des 
époques déterminées , on se rendrait de toules parts pour y con- 
sommer toutes sortes d'édhanges. Telle est l'origine , très-nattt- 
relle , de ces grandes foires , de tous temps si célèbres dans FO- 
rient , et dont Tinstitution , entre autres avantages , procurait à ceux 
qui les fréquentaient, la faculté de voyager en troupe » et consé-^ 



(•) C'est donc , en général , entendre mal ses intérêts que de vouloir for- 
cer le sol pour en tirer des produits qui ne lui sont pas propres, et qu*ott 
obtiendrait avec avantage en échange des choses qu'il est naturclkm^nt dis^ 
po5é à produire en abondance. 
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quemment avec plus de sécurité. Ces institutions ont été très-uti- 
les à Tépoque qui les a vu naître ; peut-être méoie leur •xlstence 
est-elle, encore nécessaire dans certaines contrées; mais elles n'en 
sont pas moins Tindice d*une civilisation très-imparfaite. En An- 
gleterre et en Hollande il n*y a point de foires , parce que le com- 
merce y est toujours et partout également florissant ; et , si Ton 
en rencontre «ncore dans quelques contrées de TEurope , elles ne 
s'y maintiennent plus que par TefFct d'une longue habitude ; leur 
importance y va sans cesse en déclinant , et , plutôt ou plus tard ^ 
elles doivent infaillement disparaître. 

Dans Torigine des foires , il est probable que chacun y trans- 
portait lui-même les objets quil avait dessein d'y échanger; mais , 
comme de fréquens déplacemens devenaient trop onéreux et In- 
commodes , on peu( conjecturer que , peu à peu , les hommes les 
plus actifs , les plus intelllgens et les plus Intrépides se seront of- 
ferts, moyennant la cession d'une certaine portion des objets échan- 
geables , d'y consommer des échanges pour leurs voisins , comme 
pour eux-mêmes. Ce service « également profitable à ceux qui le 
recevaient et à ceux qui le rendaient , sera devenu peu à peu une 
profession distincte de celles de chasseur , de pêcheur , de pas- 
leur , d'agriculteur et de fabricant ; il se sera formé une classe 
d'hommes qui , n'ayant eui^-mêmcs rien à échanger , se seront 
chargés de consommer les échanges de toutes les autres classes , 
et telle peut être l'origine de la classe de$ courtiers « inlermédial-» 
res uiiics entre les producteurs de toutes les contrées. On aura 
remarqué plus tard que , dans l'Intervalle d'une foire à la sui- 
vante , on pouvait désirer de satisfaire , par des échanges, à des 
besoins divers qu'on n'avait pas su ou qu'où n'avait pas pu pré- 
voir à l'avance ; ceux qui , les premiers , auront fait cette remar- 
que auront imaginé de rapporter des foires des objets propres à 
satisfaire ces'besoîns, dé lofe emmagasiner pour les livrer ensuite*, 
avbc bénéfice , à mesure des demandes. Ainsi se sera formée la 
classe des marchands, dont l'existence aura rendu la prcvoyancq 
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et les déplacemens dès autres citoyens de moins en moins né- 
cessaires; 

Il est essenîîel de remarquer , avant d*aller plus avant , que , 
dans les diverses transactions entre les producteurs de foules sor- 
tes , les échanges entre les objets de même dénomination ne pou- 
vaient ni ne devaient constamment se faire dans les mêmes pro- 
portions , mais tantôt à l'avantage d'une denrée et tantôt à l'avan- 
tage d'une autre ; car , indépendamment de la plus ou moins bonne 
qualité , qui peut faire plus ou moins rechercher une même den- 
rée , on conçoit facilement que si , su^ un même marché , le blé 
est tellement abondant qu'il ne soit pas certain que la totalité 
puisse en être échangée , et le vin tellement rare qu'il i>e puisse 
satisfaire à toutes les demandes , les possesseurs de blé , dans la 
crainte de ne pas se défaire de leur denrée , feront , à l'envie , 
des offres séduisantes aux possesseurs de vin qui , de leur côté , 
se trouvant assaillis par la multitude toujours croissante des de- 
mandeurs , profileront de la concurrence pour élever de plus ca 
plus leurs prétentions dans les conditions d'échange. Il faudra 
donc se résigner à donner beaucoup de blé pour avoir un peu 
de vin : ce sera le contraire si , à l'inverse , le blé est rare el 
le vin abondant (*), 

Le rapport de valeur des choses échangeables est don^ de na- 
ture à varier sans cesse , suivant leur plus ou. moins grande abon- 
dance ou rareté relative ; il varie aussi , à abondance relative 
égale , suivant que les demandes sont plus ou moins nombreuses ; 
et Ton conçoit que , pour des objets qui ne sont pas d'une né- 



(^) Il ne faut pas perdre de vue qa*il doit en être ezaclenient de même 
dans les conditions d*ëchange des deorces contre des services ou des ser- 
vices contre d*aulres services ; et voilà pourquoi , par exemple , les méde- 
cins ne s'établissent pas très-volontiers en grand nombre, dans un climat très- 
sain* 
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cessité indîspeiisable , et , à plus forte raison , pour cle^ objets aux- 
quels Toplnion et la mode donnent seuls de la vogue , le nom- 
bre des demandes peut , dépoque à autre , éprouver d^excessives 
variations. Par exemple, à une certaine époque , bien qu'il y eût, 
dans les magasins de nos marcbands , un assez bon nombre de 
kaléidoscopes , la multitude des dctnaudes leur avait fait acqué- 
rir une assez grande valeur. Aujourd'hui , au contraire, que per- 
sonne ne les recherche , n'en resiât-il qu'un seul dans le com- 
merce , il y serait d'une valeur à peu près nulle. 

La multitude non moins que les oscillations continuelles des rap- 
ports de valeur des choses échangeables a dil bientôt devenir une 
Source d'embarras dans les transactions, car, en faisant même 
abstraction de ces oscillations , il y a , par exemple , près de cinq 
mille manières de comparer cent objets deux à deux , et le nom- 
bre des espèces de choses échangeables s'élève bien au-delà de 
cent. Mais il s'offrait , pour amoindrir cette difficulté , un moyen 
tout à fait analogue à celui dont nous faisons journellement usage 
dans la comparaison des longueurs , des temps , des poids , etc, 
11 consistait à comparer seulement tous les objets échangeables à 
un seul d'entre eux , choisi arbitrairement pour cette destination. 
Supposons, par exemple, que cet objet soit le sel. Du moment 
qu'on saura que , dans les échanges , cent mesures de sel repré- 
sentent également vingt-cinq mesures de blé et douze mesures de 
vin , on saura , par là même , que ces deux quantités de blé et 
de vin sont équivalentes , et peuvent devenir ainsi le sujet d'une 
échange immédiat» De cette sorte , il n'y aura pas plus de rap- 
ports à étudier et à retenir dans sa mémoire que de choses échan- 
geables , ce qui est incomparablement plus simple. 

Voilà donc encore un pas de plus dans la voie des transactions 
faciles ; et ce pas n'a pas tardé beaucoup à être suivi d'un autre 
bien plus digne de remarque. Dès qu'en effet l'on aura pris le 
parti d'évaluer toutes les denrées en mesures de l'une d'elles , l'i- 
dée de recevoir celle-ci comme objet d'échange contre les autres , 
Tom. XXI 26 
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dans le cas ipêmc ou celui qui racccpt'^rait n'en aurait aucun be« 
soin pour son usage » et ne consenùrait à la recevoir que dans 
l'espoir de Téchanger ensuite centre d'autres objets plus à sa con- 
venance ; celte idée , dis-je , n'a pas dû tarder a éclore. Cetic 
nouvelle manière de procéder dans les échanges , offre , en effet , 
désavantages faciles à saisir. J'ai aujourd'hui une surabondance de 
blé , que je désire échanger contre diverses autres denrées , mais 
on ne m'offre présentement que du sel dont je n'ai nul besoin ; 
je l'accepte néanmoins « et mes voisins qui en sont dépourvus , et 
qui apprennent que j'en possède bien au-delà de ce que je puis en 
consommer, viennent d'eux-mêmes m'offrir d'en échanger des por- 
tions plus ou moins notables contre ces mêmes objets que j'avais 
le dessein d'acquérir t et que peut-être je n'aurais pu échanger 
directement contre mon blé que par beaucoup de soins et de dé- 
placcmens. 

Tant qu'on n'avait compare tous les objets échangeables à un 
seul d*enlre eux que dune manière purement fictive , et seulement 
dans la vue de rendre moins nombreux les rapports à étudier pour 
se mettre en état de consommer facilement toutes sortes d'échan- 
ges , ce terme de comparaison pouvait , sans inconvénient , être 
quelconque , et l'on pourrait indifféremment tout exprimer en me- 
sures de terre , de vin , d'huile ou de blé , en bijoux , en fruits» 
en têtes de bétails , tout aussi bien qu'en mesures de sel. Mais il 
ne pouvait plus en être de même du moment que Ton consen- 
tait à accepter , en échange de toutes les autres , la chose à la- 
quelle on les comparait toutes ; le choix de cet intermédiaire ces- 
sait dès lors d'être indifférent. 

On sent d'abord , en effet , que l'exclusion devait être donnée 
à toutes les choses non Iransportablcs et non cmmagasinables , 
c'est-à-dire , aux immeuMes ; elle devait l'être également à tou- 
tes les choses qui, comme les kaléidoscopes, dont nous parlions 
tout à l'heure , n'ont qu'une valeur d'opinion et de mode qui 
peut, du jour au lendemain , se trouver presque lolalemenl anéan- 
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t!e. Le sel , que nous avons d'abord pris pour exemple , aurait 
bien été exempt de ces inconvéniens ^ mais , comparé à un grand 
nombre d'objets d'échange , il ne peut les équivaloir qu'en très** 
grande masse ; et voilà dès lors des frais de transport » d^emma- 
gasinement et de surveillance très-onéreux pour les contractans. 
Il est en Europe tels particuliers à qui une de nos vastes çapi* 
taies suffirait à peine pour réceler sa fortune , s'il lui prenait la 
fantaisie de la convertir toute en sel. 

Le vin , bien que généralement d'une valeur beaucoup plus 
grande , à volume égal , conviendrait peut-être moins encore. Sa 
qualité peut varier , en effet , suivant le territoire et Tannée où 
il est recueilli, et suivant les procédés de fabrication. Sa conser* 
vation es^ige d'ailleurs quelques soins ; et , s'il gagne d'ordinaire 
en qualité avec le temps , il arrive aussi parfois que le temps le 
détériore. Les mêmes considérations sont plus, ou moins applica- 
bles à .l'huile , au blé et à la plupart des fruits de la terre qui , 
dans diverses contrées , ont été ou ont pu être tour à tour em- 
ployés comme mesure commune dans les échanges. 

Quant aux pièces de bétail , outre qu'elles peuvent varier de 
valeur d*une manière assez notable, dans la même espèce » d'in- 
dividu à individu ; outre que., pour les conserver, il faut les 
nourrir , et qu elles sont sujettes aux maladies et à la mort ; que 
voudrait-on que fit le propriétaire d'un bœuf qui voudrait se pro- 
curer du blé ou du vin , pour la moitié seulement de sa valeur? 
Les mêmes motifs d'exclusion existent à l'égard des meubles , des 
rêtemens , des pierres précieuses et géuéralement de tous les ob- 
jets qui ne sauraient être fractionnés sans perte. Sous ce rapport, 
le vin et le sel seraient de beaucoup préférables. 

Nous voilà donc, par ces considérations, amenés à reconnaître 
que le meilleur intermédiaire dans les transactions , que la chose 
que Ton peut le plus volontiers se déterminer à accepter en échange 
de toutes les autres, doit être un objet d'un facile la an sport , que 
le temps ne puisse altérer , et dont la conservation n'exige aucun 
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soin ; un objet qaî soît toujours identique avec lui-même , en quel- 
que lieu et à quelque époque qu'il ait été recueilli ; et qui sous 
un volume médiocre , présente , indépendamment des caprices de 
la mode , une valeur assez considérable , dérivant uniquemment 
de sa nature et des services qu'on en peut tirer ; un objet enfin 
qui , ne perdant rien de sa valeur par un fractionnement îllî- 
milé , puisse se prêter aux échanges même les plus minimes. A 
tous ces divers caractères, le lecteur a déjà dû. reconnaître les 
métaux , et surtout les métaux précieux ; aussi sont-ce eux en ef- 
fet que , sans aucun concert , les nations ont fini par destiner 
unanimement à cet usage , parce qu'ils réunissent à un degré 
éminent et réunissent seuls toutes les conditions nécessaires pour 
le bien remplir. Si les gouvernemens sont ensuite intervenus dans 
cette sorte de convention tacite , c'a été seulement pour en régler 
l'exécution et empêcher les abus ; et nous allons voir bientôt que, 
si leur intervention a pu être quelquefois désastreuse , elle n'a 
pas été non plus sans quelque utilité. 

Les uiétaux Ont d'abord élé simplement donnés et reçus en lin- 
gots informes ; et c'est ainsi , en particulier, quils circulaient à 
Rome , sous les premiers rois. Mais alors , à chaque échange', 
U devenait nécessaire d'être pourvu d'instrumens divers , propres 
â constater la pureté du lingot , à le fractionner en proportion de 
la valeur de l'objet qu'on roulait acquérir et à s'assurer du poids 
de ses fragmens ; toutes opérations qui exigent une habitude et 
des connaissances que tout le monde ne saurait également possé- 
der , et dont l'exécution pouvait d'ailleurs entraîner une perte de 
temps et mèmt un déchet plus ou moins préjudiciables aux <con- 
traclans. 

Un moyen de parer à tous ces embarras s'offrait , pour ainsi 
dire de lui-même , et on ne dut pas tarder d'y recourir. Il suf- 
fisait , en effet , qu'il s'élevât une classe particulière d'artistes qui , 
dans la vue d'un bénéfice convenable , se chargeassent à la fois 
du soin de vérifier le degré de pureté des lingots , de les divi- 
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ser en fragmens de dimensions diverses , mais tellement invaria- 
bles dans leur forme et dans leur poids que la plus légère sous« 
traction de matière pût facilement être reconnue à l'œil , et qui 
appliquassent ensuite sur chaque fragment une empreinte qui en 
garantît le titre et le poids. C*est sous cette forme commode que 
les métaux ont reçu le nom de monnaies , d'espèces ou de numé^ 
rcUre métallique , et qu'ils circulent aujourd'hui par toute la terre 
pour servir d'intermédiaire dans tous les contrats. 

La conversion des métaux en monnaies est une industrie qu'on 
aurait fort bien pu abandonner , comme tant d'autres , aux combi- 
naisons de rintérct particulier. Il est seulement présumable qu'alors 
on aurait vu , dans nos marchés , des pièces de monnaie qui , 
sous la même dénomination , auraient été plus ou moins estimées 
et recherchées , suivant la marque du fabricant, comme il ar- 
rive journellement pour tant d'autres productions de Tinduslric. Il 
aurait pu se faire aussi que certains fabricans , mal famés , eus- 
éent frauduleusement couvert leur mauvaise monnaie de la mar- 
que de quelqu'un .de leurs confrères , mieux qu'eux en possession 
de la confiance du public ; c'est encore là ce que nous voyons 
arriver dans d'autres genres de fabrication ; et les tribunaux au- 
raient eu à faire justice des uns comme des autres. Afin donc 
d'empêcher la confusion et les mécomptes journaliers qu'aurait en- 
traîné un tel état de choses , les gouvernemens ont cru devoir 
se réserver le monopole de cette branche d'orfèvrerie , et en cela 
ils ont fait ^ sans doute , une chose utile. A la vérité , ils ont 
autrefois bien honteusement abusé de ce monopole ; mais l'état 
présent des lumières et de la morale publique nous garantit suf- 
fisamment pour l'avenir contre Je retour de ces fraudes, non moins 
préjudiciables , au surplus, à l'autorité qui ne rougirait pas de 
s'en souiller, qu'elles pourraient l'être à ses victimes. Outre la sé- 
curité plus grande que peut inspirer la fabrication des monnaies 
mise entre les mains des gouvernemens , le public y trouve en- 
core un autre avantage. Cette fabrication y en effet , est un tra- 
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vail qui entraîne des frais cl vaut conséqueromenl un salaire ; 
or , les gouvernemens , qui font beaucoup plus en grand que ne 
pourraient le faire des particuliers , font par là même plus cco- 
nomiquement , et peuvent ainsi livrer cette façon à meilfêur compte. 

Il faut bien remarquer, en effet, que, de même qu'une masse 
d'argent façonnée en vaisselle vaut plus que la même masse en lingot, 
à raison du service qu'on retire de la vaisselle, et que le lingot 
ne saurait rendre; pareillement une masse d'argent façonnée en 
écus doit valoir plus que la même masse brute , et cela a rai- 
son de 1 usage dont cette façon le rend susceptible. Le métal ainsi 
Bioditié a » dans les transactions , une valeur qu'il n'est pas plus 
au pouvoir des gouvernemens d'accroître que de diminuer» Qu'ils 
fassent leur monnaie plus forte ou plus faible , qu'ils y inlrodui- 
sent de Talliage , dans une proportion plus ou moins considérable , 
qu'ils lui donnncnt enfin quelle dénomination il leur plaira , peiA 
importe , les particuliers sauront toujours bien s'arranger en con- 
séquence dans leurs transactions. A la vérité , les gouvernemens 
pourraient bien statuer que , dans les marchés , on donnera telle 
quantité de chaque denrée en échange de tel ou tel nombre d'écus ; 
et de telles folies ne sont même pas sans exemples. Mais sî une 
fois on s'engage dans cette voie périlleuse , ii faudra aussi , pour efre 
conséquent , rendre les échanges obligatoires , car aulremcnt ils 
n'auraient pas lieu; et, pour maintenir une telle législation, il 
faudra régner par le sabre , comme à Constantinople , ou bien 
par les échafauds , comme nous l'avons vu à une époque de trop 
douloureuse mémoire. 

Comme une purification complète des métaux, en même temps 
qu'elle 'serait longue et coûteuse , les reoc}rait trop mous « et par 
suite trop faciles à entamer par le choc ou le frottement , on 
est généralement convenu de tolérer , dans ceux qui doivent être 
convertis en monnaie, l'alliage, en quantité déterminée » de mé- 
taux d'une qualité inférieure. En France , par exemple , la mon- 
naie d'argent doit contenir un dixième de son poids d'alliage , 
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ni plus ni moins ; et cinq grammes pesant d'une telle combinai- 
son sont ce qa*on est convenu d'appeler un franc. On aurait pu 
aussi bien lui donner tout autre dénomination , ou encore don* 
ner celle-là à une masse plus ou moins considérable du même 
alliage , ou même de tout- autre métal ; il en serait seulement 
résulté qu'en échange de ce qu'alors on aurait appelé franc , on 
aurait obtenu des choses consommables en quantité supérieure ou 
inférieure. 

Lorsqu'il se fuit un échange de denrées ou autres objets queU 
conques , sans en excepter même les métaux en lingots » contre 
des métaux monnayés , il est d'usage d'appeler vendeur celui qui 
livre ces divers objets ; tandis que son co-contractant , je veux 
dire celui qui livre les écus , est appelé acheteur ; et la monnaie 
livrée par ce dernier e^t dite le prix bu la t^alear pénale des ob- 
jets cédés par l'autre. Aujourd'hui , le temps et l'intelligence des 
ouvriers , comme les matières premières auxquelles ils appliquent 
leur industrie « les plus nobles conceptions de la pensée comme 
les services les plus abjects ; la vertu même , tout s'estime à prix 
d'argent; il n'y a de différence que du plus au moins (*). 



(^) Les moralistes peuvent de'clamer tant qu^il leuf plaira sur ce sujet , de'- 
biter àt^B lieux communs et citer les Grecs et les Romains , il n*en demeu- 
rera pas moins manifeste qn*étre bien velu , bien logé , bien nourri , que 
pouvoir voyager commodément pour son instructiDn et pour celle d*autrui , 
que pouvoir rassembler autour de soi de belles et riches collections scienti- 
fiques et liliérair.s , que pouvoir enfin soulager les misères qui nous sont ré- 
rélees , fonder des e'coles , des ëtabli.^'scmcns de bienfaisance , elc. , sont 
des jouissances très-réelles ; que ces jouissances ne peuvent être obtenues 
qa au prix de beaucoup d'argent » et que conséquemmcnt ce n'est pas récom- 
penser celui qui a r^ndu de grands services à ses semblables d'une manière 
dont il ait à rougir que de lut mettre en m.iins rinstruraent il Taide duquel 
on se procure tou$ c^s divers avantages. S*il est quelque chose de déplora- 
ble et de yraîmcnt immoral , c'est seulement l'eâtime exclu&ivç que la $0* 
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Mais il imporle de remarquer qu'il n'est pas au pouyoïr des 
mots de changer resscnce des choses , que tout est toujours égal 
de part et d'autre dans un échange dont la nature ne saurait 
. con'>cqucmmcnt dépendre de celle de Tun des objets échangés. 
Lorsque, par exemple , je vends du blé en écus , et qu'ensuite 
avec mes écus j'achcle du vin , je consomme tour à tour deux 
échange , tout comme si j'avais d'abord échangé mon blé con- 
tre de l'huile, et celle-ci ensuite contre du vin; car , que Tin- 
tcrmédiairc soit écus ou huile, le résultat final est exactement le 
jneme dans les deux cas. Lors donc qu'un consommateur échange 
ses. écus contre le pain d'un boulanger , au lieu de dire que ce 
boulanger vend son pain , que le consommateur l'achète et que 
les écus qu'il livre en sont le prix , on serait tout aussi fondé à 
dire que ce dernier vend ses écus au premier , qui les achète au 
prix du pain qu'il lui livre ; c'est même là une chose qu*il ne 
faut pas perdre un seul instant de vue , quand on veut raison- 
ner sainement. sur ces matières. 

Or , nous avons observé plus haut que les échanges entre les 
mêmes objets se faisaient , d'époque a autre , dans des propor- 
tions très-variables , et qu'on ne donnait qu'une petite quantité 
d'une matière rare et recherchée , en échange d'une grande quan« 
tilé d'une autre matière plus abondante et moins demandée ; il 
devra donc en être encore de même lorsqu'un des objets d'échange 
sera du numéraire métallique. Lorsqu'il en faudra donner beau- 
coup pour obtenir une petite quantité des autres objets échan- 
geables , au lieu de dire , comme on a coutume de le faire » que 
les denrées sont chères , on sera tout aussi fondé à dire que l'ar- 
gent est à bas prix. On pourra dire , à l'inverse , que l'argent 



clété accorde aux possessears d*argcnt , uniquement parce qu'ils ont de Tar- 
gent , et sans aucun égard aux moyens plus oa moins honnêtes à Tatde des- 
quels ils Tont acquis. 
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^1 cher , dans !cs circonslanccs où Von a coutumq. de dire que. 
la vie csl à bon complc. 

Ce qu'on appelle proprement le prix des denrées est donc de. 
nature à varier sans cesse , et on en peut dire aulant du prix 
du travail. Ce peu( être là une chose fort incommode; mais si 
c'est un mal , il est lout à fait irrémédiable ; et même les pallia* 
û(s qu'on tenlerail imprudemment de lui appliquer ne feraient ,: 
le plus souvent , que le rendre plus grave encore (*). Je sais- 
bien que , dans beaucoup d'endroits , Tadministration fixe le prix 
du pain , et men^e quelquefois celui de la viande (**) ; mais 
c'est là un soin qui me paraît tout à fait superflu , et dont elle 
pourrait fort bien se délivrer , si rinslruçlion était plus généra- 
Ijcrncnl répandue parmi la multitude. Bien que , pour beaucoup 
de raisons , je ne voulusse pas le conseiller , je concevrais fort 
bien que , dans la vue de maintenir le pain en tous temps à un- 
prix moyen uniforme , et de compenser ses perles dans les temps- 
de disette, par ses bénéûces dans des temps plus prospères, un gou-. 
\ernement se réservât le monopole de la fabrication du pain ,* 
comme le nôtre, pour d'autres motifs , exerce celui de la fabri- 
cation du tabac; mais une prétendue taxe qu'on est obligé de va- 



(^) Oo se plaif»! , dans la plapart ôe nos dëpartemens méridionaux , de 
r«zcessîve cherté du bois de chauffage ; mais moi , coDsommatear non sas-;- 
pect , j*oscrat dire que le prix n*en est point assez élevé. De toutes les me- 
sures contre les défrîchemens , la seule vraiment efficace , serait qu'on s'ac- 
coutumât à payer le bois à tel prix qu'à ëgalilé de surface , une forôt ne 
rendit pas moins à son propriétaire qu'une vigne ou une terre à blé. 

(**•) Précisément à Tépoque où j'écrivais ceci , M. le Maire de Montpel- 
lier , à très-bonne intention sans doute , essayait de taxer la viande à Tins-' 
tar du pain- Les consommateurs comprirent aussitôt que dès lors il ne leur 
serait plus possible d'avoir , à volonté, des morceaux.de choix; ils offrirent 
eux-mêmes aux bouchers de n'avoir aucun égard à la taxe ; et la mesure 
tomba ainsi presque complètement dès sa naissance. 

Tom. XXI 27 
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rîer sans cesse suivant le prix du blé, et qiiî n*cmpêche pas le' 
peuple de payer quelquefois le pain fort cher , est un vcrî table- 
enfaiihllage. Sans douïe raulorîlé doit veiller soigneusement à ce 
que Ja nourriture du peuple soit saine , et à ce qu'on ne le trompe' 
pas plus sur la quantîlé que sur la qualité ; elle doit , dans les 
temps de disette , favoriser les arrivages par toutes sortes de moyens ; 
mais là , ce me semble , devrait se borner son action ; et; elle 
pourrait se reposer avec confiance de tout le reste sur la concur- 
rence et rinlérêt particulier. Il est même prësumable qu'alors le 
pain en deviendrait généralement à meilleur compte. On n'a ja- 
mais songé à taxer les glaces ni les sucreries ; et aujourd'hui on 
vient offrir dans nos rues , aux dernières classes du peuple , et 
pour le plus vil prij , des sucreries cl des glaces. Les coalitions 
de boulangers sont-elles donc plus à redouter que celles des li- 
monadiers et des confiseurs , incomparablement moins nombreux ? 
Ces coalitions seront à peti près impossibles , tout aussi long-temps 
qu'on ne songera pas à enrégimenter de nouveau les diverses pro- 
fessions , comme elles. Tétaient dans un temps vers lequel on ten- 
terait en vaii\ de nous faire rétrograder (*). 

J'ai dit que la fluctuation continuelle du prit des diverses den- 
rées était un inconvénient auquel il fallait se résigner , une néces- 
sité qu il fallait subir. J'ajouterai que , lors même que certaines 
denrées sont parvenues à un prix excessif , ce pourrait être quel- 
• quofois une vérilable duperie de livrer aux indigens , à un prix 



(•) Nos Chambres législatives reçoivent chaque année des pe'titions plus 
DU moii s nombreuses de la part des marchands drapiers contre les tailleurs 
qui ont Taudace de vendre du drap. Un de leurs confrères de Montpellier , 
plus avisé qu'eux, s'est contenlé d*annoncer, sur son enseigne , qu'il ven- 
dait des habits tout faits. On pourrait dire aussi à ceux qui pélilionncnl 
contre le colportage: Qui vous empêche de vous faire colporteurs? Ce n'est 
pas sans quelque surprise que Ton voit chaque année le très-libéral M. Petoa 
$e faire le champion de ces lUlbéraux pctllionnaires. 
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îiiférîeur , celle qu*on aurait en sa possession* Dans une disette 1, 
.dpul l'époque n'csi pas assez éloignée de nous pour que nous en 
ayons perdu le souvenir , on a vu des propriétaires , plus humains 
que clairvoyans , faire conduire leur blé nu marché , pour y être 
.vendu au*dessoùs du cours. Les prétendus indigens qui l'achetaient 
étaient , pour la plupart , les prêle-noms de quelques spéculateur^ 
avides ; et le lendemain le même blé reparaissait sur le marché 
ou prix .courant. Il est fort beau sans doute d'exercer la bienfai- 
sance.; mais encore feut-il Texercer avec discernement (♦). 

Ne perdons pas de vue , au surplus , qu'il s'en faut que le prix 

ou la valeur vénale des choses se règle seulement sur leur plus 

.ou moins grande utilité ; car , s'il en ainsi , le prix du fer de^ 

.vrait être supérieur à celui de Tor. Ce n'est point non plus sur 

leur plus ou moins grande abondance relative ; car la platine , plus 

.rare que l'or , est néanmoins d'un prix bien inférieur. Afin donc 

.qu'un objet soit. d'un prix élevé , il faut , à la fois , qu'il soit Irèa- 

raure et,tros*rechcrché (•**). Ainsi , tandis que , parmi nous , l'eau 



(^) A la , même époque, no décret imfMfrial établit mac sorte de maxinaiim 
sur le blc. Jl y avait alors trop de lumîcres dans le Conseil d*Eiat pour 
qu'une mesure aussi fausse pût y nailrc sponlanëinent ; mais le mailrc avait 
peu e'iudic ces matières , et les résistances n'auraient fait qu'irriter sa vo- 
lonté de fer. Heureusement la mesure devait cesser au moment de la ré- 
colte, qui n'était pas très-éloignée. Les Préfets du Gard et de l'Hérault se 
conccrt^èrent pour faire couper quelque peu de blés encore verts , dans leurs 
déparlèmens respcclîfs , quî furent âînsî préservés par Tadresse de leurs ad- 
ministrateurs , de l'application du décret. 

(^^) Le prix de l'unité de mesure de chaque chose paraîtrait ajssez bien 
représenté par une constante multipliant une fraction ayant pour numéra- 
teur la masse des demandes et pour dénominateur la masse disponible. Ainsi 
que cela doit être , le prix serait nul , lorsque la chose ne serait point de- 
mandée ; infini, lorsqu'elle manquerait dans la circublion , et indéterminé, 
lorsque , n^exîstant pas , elle ne serait pas demandée. 

On pourrait aussi exprimer la considcralion qu'attache le public aux di- 
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csl ù peu près snns prix , parrc que , bien que tout le monde 
la recherche , son abondance surpasse de beaucoup le besoin, 
qu'on en a , il est probable néanmoins que , dans la nuil qui mit 
fin à la bataille de Pa^ie , François I.®^ aurait payé de beaucoup 
d'or un seul verre d'eau potable ; et si quelquefois nous donnons 
plus à une prima dona qu*à un Maréchal de France , cesi tout 
simplement parce qu'à Paris beaucoup de gens se plaisent à en- 
tendre bien chanter , et qu'apparemment parmi nous les ex- 
cellentes voix sont beaucoup plus rares que les grands talens mi- 
litaires (*). 

Fauté d'avoir suflHsamment réfléchi sur toutes ces matières , be^o^ 
coup de gens se font , au sujet des monnaies ^ des idées tout à 
fait étranges. Suivant eux le droit de battre monnaie et d'en fixer 
la valeur est la prérogative exclusive du Prince ; cette valeur eii 
uniquement Teflet de l'empreinte qu'il y fait appliquer ; la' mon-* 
naic n'est pas même proprement une valeur*, mais un Isimple sign^ 
de valeur.; de telle sorte que la totalité des espèces, circulant dans 
un état, représente aussi la valeur totale des choses commerçables 
qu'il possède ; d'où il suit qu'un pays est d'autant plus riche qu'il 
possède un pins grand nombre d'écus , et qu'en conséquence un 
gouvernement doit mettre tous ses soins à' soutirer ceux de l'é- 
tranger et à empêcher l'exportation des siens. Examinons sommai- 
rement ces diverses assertions. 



vers emplois de la soclëtc' par une constante multipliant une fraction riont 
le numérateur serait le revenu que Temploi rapporte , et le dénominaletir 
le travail qu'il exige. 

(**) IVL"^* Sainl-Hubcrli traitant avec Vimpëratrlce Catherine, pour des re* 
prcscnlalions à donner sur le ihëâlre de Pc'lersbourg , élevait ses prctcnlîoDS 
un peu haut. Mais je ne donne quêtant, lui dit rinipératrice , à mes Frlds- 
Marcchaux ; eh bien , Madame , lui repartit rAclrice , faites chanter vos Fclds- 
Maréchaux. 
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* Je crois avoir déjà assez clairement établi que , s*il est boa 
que la fabricadon des monoaies soit entre les mains des gouver- 
nemens , le monopole de cette industrie n'est pas plus , au foi^d « 
la prérogative du Prince que celui de'la fabrication du tabac ou 
de tout autre objet échangeable ; que même s'il est commode que 
les métaux destinés à circuler comme intermédiaires dans les échan- 
ges soient façonnés en écus ^ .cela n'est pas néanmoins indispen- 
sable et a'4, pas mèm^ toujours eu lieu ; que cette façon ne fait 
simplement qu'ajouter un peu à ta valeur intrinsèque du métal ^ 
valeur qui résulte des diverses sortes d'autres services qu'on en 
peut retirer ^ et que l'autorlié ne saurait faire varier à son gré ; 
.d'où il résulte évidemment que les monnaies ne sont pas simpler 
ment un «igné d& valeur « mais bien une valeur très-réelle. Ce 
qui est véritablement signe de valeur , ce sont les obligations , let- 
tres d^ change il billets de banques et autres papiers négociables 
qui :ne circulent que sous. la garantie de signatures dont la sup- 
pression con^mmerait iejur anéantissement absolu , et qu'on n^'aq* 
çepte qu'à raison de la possibilité de les échanger contres les c^* 
.pèces TUétalliqucs qu'ils représentent ; tandis que ces espèces , tout 
.comme la vaisselle , lorsqu'elles ont perdu la façon qu'on leur 
avait donnée , peuvent encore être échangées contre des écus. 

On insiste né.u>moins , et , dans la vue de prouver que le nu- 

.méraire métallique n'est qu'un simple signe de valeur , on fajt 

observer qu'un homme peut mourir de faim sur des monceaux d'or. 

*Mais un homme peut également mourir de faim sur des tonneaux 

de vin , tout comme il peut mourir de soif sur des sacs de blé; 

et faudra-t-il en conclure que le vin et le blé ne sont également 

•que de simples signes do valeurs? La vérité est qu'il n'est rien 

au monde qui ne puisse elre réputé signe de tout ce qu'on peut 

'se procurer par son îulerméJiaîre , et que les métaux n'ont rien 

en ceci qui les distingue des autres objets échangeables, 

La plus ou moins grande masse des espèces circulantes ne sat<- 
rait donc , pas plus que celle de toutes autres valeurs , décider à 
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elle seule de la richesse d'un éur. Celte rîcliessc 6e compose , 
en effet , de la talalilé des capitaux que la nation possède , j^ 
\cwx dire des terres , des édifices publics et prives , des trou- 
peaux , des instrumens divers de l'agriculture et de rindusfrie , 
des denrées , des matières premières ou fabriquées , des collcc- 
lions liiréraîres et scientifiques, des journées que les ouvriers peu- 
vent fournir , de Tîntelligenee et de l'activité des citoyens et en- 
fin de la masse des ëcus qui ne fait d'ordinaire qu'une assez fai- 
ble portion de la fortune publique. 

Or , comme tous les objets échangeables ou consommables peu- 
vent être estimés à prix d'argent, il s'ensuit que la richesse d'une 
nation peut toujours être exprimée en écus ; m^ais alors celte rî- 
chesçle se trouvera exprimée par un nombre d'écus bien sapérieianr 
3t relui que la nation possédera réellement. Si ^ par exemple , elle 
possède un milliard en numéraire, et que toutes ses autres pro- 
priétés puissent être évaluées à vingt-quatre milliards , sa richesse 
totale sera de vingt-cinq milliards. On voit , d'après cela , qu^uue 
nation pourrait posséder peu d'écus , n'en pas même posséder un 
seul , et être néanmoins incomparablement plus riche qu'une au- 
tre chez laquelle 9 au contraire , le numéraire ' serait très-abon^ 
dant (*). 

Une nation n'éprouvera donc aucune perte réelle, si une por- 
tion de son numéraire s'écoule pour être remplacée par des va« 



(•) J'ai conna-autrcrfois-miedïnTrpîas qu'aisée, habitant une jolîc cam- 
pagne , près crune grande yîlle , qui ne mangeait de la viande de bouche- 
rie que lorsqu'elle potkvait s'en procurer en échange des lapins ou des poa- 
les de sa basse-cour ou des pigeons de son colombier. Cette bonne dame 
qui , comme beaucoup d'hommes , croyait que l'argent est la seule richesse f 
se figurait alors que la viande ne lui coûtait rien , parce qu'elle ne raTaît 
pas paye'c en ëcus. Peut-être aurait-elle trouve' du bénéfice à vendre ses la- 
pins et à acheter ensuite de la viande avec le produit quMle en aurait tiré, 
mais son savoir économique n*allait pas jusques-là. 
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leurs équivalentes; et il en est exactement ici cômok d*un épi-», 
cier qui ne fait aucune difficulté de se dessaisir de ses écus 
pour s'approvisionner de sucre et de café. On peut juger , d'après 
certe remarque , les fois prohibitives de l'exportation du numé- 
raire , dont le moindre inconvénient est d'élre à peu près inexé^ 
cutables (*). Lorsque des écus sortent d'un pays , c'est d'ordi- 
naire pour y faire entrer d'autres objets équivalens ; c'est même 
très-soùveôt en échange de matières premières qui , après avoir 
exercé Tinduslrie de ses citoyens , font rentrer , par leur réexpor- 
tation , beaucoup plus d'écus que leur introduction n'en avait fait 
aartir. Loin que ces prohibitions soient connues de» Hollandais , 
ils fabriquent au contraire de la monnaie pour toute la terre ; 
leurs écus se trouvent dans toutes les mains ; et on ne voit paa^ 
qu'tis en soient plus appauvris. 

Il en va tout autrement lorsque le numéraire est exporté pour 
solder des subventions dé guerre , où encore par reffet de l'émi-t 
graliôn des propriétaires qui vendent leurs immeubles et en em- 
portent le prix au dehors. La perte est alors très-réelle, puisque 
rien ne rentre en échange. Je ne prétends pas en conclure qu'on 
ne doive jamais faire la guerre , et encore moins qu'il faille em« 
prisonner les citoyens derrière leurs frontières. Mais il faut du moins 
bien songer , avant d'entreprendre une guerre , qu'on. peut fina- 
lement n'être pas les plus forts ; et les gouvei*nemens doivent » 
a Tenvie , s'appliquer à rendre tellement heureux les peuples sout 



(•) Dans l*étc de i8o3 , je me trouyais , faute de voiiarc , arrêté à Mayencc , 
où ne connaissant personne , fallaîs plusieurs fois le jour promener de 
Vaulre côté du Khin. 1} me fallait chaque fois déposer au bureau des 
douanes les quelques écus que j*avais sur moi. Dans une de ces prome- 
nades , je trouvai, sur le pont, le domestique de Thotel où j'étais logé , 
les poches pleines d'or qu'il transportait de l'autre côté. Comme il était en 
veste et oue-t^te , les commis étaient tout à fait sans défiance sur son 
Compte. 
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mis à leur domina tîou , que peu de gens soient lentes d*allcr se. 

fixer sous un cîel étranger à celui qui les. a vu naître. 

Les moyens de produire du blé , du vin , de Thuile et d*autrcs 
denrées analogues se trouvant limités d'après Tclcndue et la fer- 
tilité des terres , et ces objets étant destinés à se consommer , a 
mesure de leur production , leur masse , et par suite leurs rapports 
de valeurs , les uns à Tégard des autres , se conservent toujours^ 
à peu près les mêmes , ou du moins n'éprouvent que les légère» 
os illations qu'entraînent les alternatives de bonnes et de mauvais 
SCS récolles. Mais il n'en saurait être de même de leur rapport 
de valeur avec les écus qui ne se consomment pas , et dont la 
masse s'accroît journellement par TefiTet de l'exploitation des mi- 
nes. Le peuple se plaint souvent du renchérissement progressif 
des denrées ; mais c'est bien plutôt l'argent qui baisse de valeur, 
en devenant sans cesse plus abondant. Un sac de blé ne vaut 
ni plus ni moins aujourd'hui qu'il ne valait au temps de Romu- 
lus , de César ou de Constantin ; car aujourd'hui , comme alors , 
il peut suffire à la subsistance d'un individu pendant environ trois 
mois ; mais aujourd'hui ce sac de blé représente beaucoup plus 
d'écus qu'il n'en représentait alors. On estime que , par l'efïei 
de la découverte de l'Amérique , la masse des métaux précieux 
a bien plus que décuplé en Europe ; et si la valeur vénale des 
oV-jets consommables ne s'est pas tout à fait accrue dans la même 
proportion , c'est parce qu'à mesure que ces métaux sont devenus, 
plus abondans, le goût de la vaisselle et des autres objets de luxe » 
où on les emploie , est aussi devenu plus général ; de sorte que 
lu totalité n'a point éternise en circulation sous forme de monnaie. 

A moins donc qu'on ne se décide à fermer les mines , ce à 
quoi on ne paraît guère disposé , le progrès ascendant de la va- 
leur vénale de toutes choses ne saurait s'arrêter , parce qu'à me- 
sure que la masse des espèces métalliques va croissant , elles doi- 
vent , par rcffet d'une plus grande abondance , se déprécier de 
plus en plus. Toutefois , comme le progrès est de nature à s'opé- 
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rer lentement , chacun a tout le temps de s'arranger en consé- 
quence. Mais un accroissement subît et notable de la masse des 
métaux précieux serait un événement de nature à bouleverserlout 
à coup toutes les existences. La grêle, qui détruit en quelques 
iustans les espérances du cultivateur et le fruit de ses travaux d'une 
année entière , est un fléau beaucoup moins désastreux que ne 
pourrait i'ctre une pluie d'or qui se répandrait sur nos campagnes; 
et c*est ce que comprendront aisément, en particulier, les pro- 
priétaires de marais salans de nos cotes. La pluie d'or vieut de 
tomber récemment à leur préjudice dans nos dcpartemcns du nord- 
est (*). 

Il faut donc le dire et le répéter souvent aux Iiommes qui ai- 
ment à thésauriser , à ceux qui trouvent plus doux de prêter leur 
argent aux industrieux ou à Téiat que de le faire fructifier par 
leurs propres travaux , à ceux qui se plaisent à voir briller sur 
leur table une grande abondance de riche vaisselle , à ceux en- 
fin qui contractent à prix d'argent des marchés a très-lopg ter- 
mes ; les valeurs qu'ils possèdent , bien que dans une progression 
plus lente , se déprécient journellement entre leurs mains , comme 
le faisaient dans le temps nos assignats. Une somme prêtée pour 
dix années seulement ne vaut plus , lorsqu'on la recouvre , ce 
qu'elle valait à l'époque où on s'en est dessaisi ; de sorte que , 
pour mettre une rigoureuse équité dans la plupart de nos tran- 
sactions , nous aurions besoin d'une échelle de dépréciation des 
espèces , comme il y a trente ans nous en avions une pour le 
papier monnaie* 

Il résulte encore de ces principes que le prix vénal des jour- 
nées des ouvriers , les gages des domestiques et toutes les sortes 



(•) J'écrivais ceci aa moment où la rlccouvcrte de ma- ses énormes <ïc sel 
gemme , soas sept de nos dépariemens , avait jeté Tepou faute parmi les pro- 
priétaires de nos marais salans da midi. 

Tom. XXI 28 
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de salaires doîycnl aussi s' élever progressivement , ponr se tehîf 
sans ccsst au niveau du prix des subsistances (*) , et que , par 
contre, c'est fort improprement que les traitemens des fonction- 
naires et employés du gouvernement sont nppe}és traitemens fixes . 
Ils n*ont de fixe que la désignation nominale ; mais , par cela 
même qu^ils sont stipulés en écus , ils vont sans cesse en décroissant 
de valeur, comme les espèces qui les expriment. Un des nom- 
breux gouvernemens qui se sont succédés en France pendant trente 
ans avait imaginé de stipuler tous ces traitemens en myriagram- 
mes de blé. On s'est moqué de cetle idée , parce qu'en France 
on se moque assez indistinctement de tout; mais elle était', au 
fond , trcs-sensec ; c'était là travailler pour les siècles. L'es traite- 
mens sont aujourd'hui beaucoup plus élevés qu'ils ne Tétaient il 
y a cinquante ans ; et le temps n'est peut-être pas fort éloigné où 
le gouvernement , cédant à de justes plaintes , qui se seront faites 
entendre de toutes parts , se verra contraint de les élever encore : 
mais que n'auront pas souffert les pauvres commis à 4oo fr. , en 
attendant l'heureuse époque où on se sera enfin décidé à faire droit 
à leurs réclamations. 

J'ai tacitement supposé , dans tout ce qui précède , que la mon- 
naie d'argent circulait seule. Miiis , pour éviter d'une part l'incon- 
vénient des pièces de trop petites dimensions et d'une autre 
celui des poids et volume de numéraire trop considérables , on 
a fait circuler partout, concurremment avec elle , la monnaie de 
cuivre et la monnaie d'or» C'est fort bien sans doute ; mais les 
gouvernemens , trompés par les fausses notions que le public s'est 
faites sur les monnaies , se sont figurés qu'il était en leur puis* 



(•) Beaucoup de nos grand; propriétaires , qui gémissent sans cesse du 
bas prix du blc , se jilaigncni en tûéme temps du prix clerë àes salaires* 
Il serait beaucoup plus commode , en effet , que les ouvriers travaillasseolr 
pour eux graïuiicmcnl , ei leur achetaisenl ensuite leur blé à uu très^iaui prix. 
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âance de décider da nombre. d.cs pièces d*argent qu'il faudrait don* 
ner pour obtenir une pièce d'or en échange ; ce qui revenait à 
supposer que le rapport entre les niasses d'or et d'argent en cir- 
culation demeurerait à tout jamais invariable , eu que les minea 
d or et celles d'argent s'exploiteraient constamment dans des pro- 
portions fixes ;.or « il n'en est point ainsi ; et il est de fait que , 
proportion gardée , les mines d'argent rendent beaucoup plus que 
les mines d'or ; d'où il résulte que l'or doit , de jour en jour « 
gagner conire l'argent (*). Ce serait l'inverse si , l'exploitation de 
l'argent demeurant telle qu'elle est aujourd'hui , on découvrait 
tout à coup des mines d'or trèi-abondantcs. On s'est beaucoup re-> 
crié dans les temps contre M. de Calonne , qui de trente louis d'or 
en avait fait trente-un , parce que , p^irtout et dans tous les temps ^ 
à tort ou à raison , c'a toujours été une jouissance pour le public 
de se plaindre de l'administration. C'était pourtant une opération 
fort sage , je dirais presque une opération obligée ; et cette opé- 
ration le ministre l'exécuta d*une manière fort loyale. Il y avait 
alors , comme aujourd'hui , beaucoup d'espèce d'or en France , 
ef pourtant l'or n'y circulait plus , parla raison toute simple qu*on 
y estimait plus un.lôuîs d'or que quatre écus de six livres. M. 
de Calonne fit acheter tous les louis en écus , au prix supérieur 
qu'ils se trouvaient avoir acquis (**) , et en fabriqua de nouvelles 
pièces d'un moindre poids » conire lesquelles dès lors l'argent sou* 
tînt mieux la concurrence. Si les choses se hiaintiennent sur le 
pied où eïle^ sont prcsentemcul , c'est là une opération qu'on se 
trouvera contraint de renouveler à des époques plus ou moins 
rapprochées; et nous voyons même déjà actuellement qu'on estime 



(•) La njodc des bijoux en chrysocalc , si elle se soutient, en rendant des 
matières d'or à la circulation , pourra ralentir un peu ce progrès; tout comme 
la mode des stras sa dcjà fait baisser sensiblement le prix des diamans et au- 
tres pierres précieuses 

(••) Ua louii dov neuf était paye vingt-cinq livres en écus. . 
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généralement nircux nnc pièce d'oc , répuice ne Taloîr que Ttngl 
francs , que quatre pièces d'argent de cinq francs. On s'cTÎferait 
tous ces embarras si , sans prclendre fiver la valeur nominale des 
pièces d'or , on se bornait à arerrir , par Tempreinle , iju elles 
ont tel poids et ïel litre , en laissant ao puUrc le soin de régler 
et de varier , suivant les. cîrconslances, les conditions de l'échange 
de ces pièces contre la monnaie d'argent (*). C'est de cell€ ma- 
nière que l'or d'Espagne circulait en abondance dans nos dépar- 
lemens méridionaux, il y a environ vingt-cinq au& , sans qu il en 
joit résulté le moindre inconvënietit.. 

Il Y aurait sans doute beaucoup de choses encore a dire sur ce 
sujet , que je n'ai guère qu'ébauché ; mais la destination assignée 
à ce qu'on vient de lire m'avertit assez que , peut être , je ne me 
9uis déjà que trop étendu. Toutefois , si cet essai » tout imparfait 
qu'il est , est accueilli avec quelque indulgence , je pourrai , dans 
les volumes de Tannuaire qui suivront celui-ci y essayer de traf» 
ter d'autres sujets analogues (**). 



(*) J*ai VI», daits lé temps , une maayaise chanson contre Bonaparte, o& 
on lui reprochait , entre autres choses , d'avoir fait déclarer Ter inarchan- 
èis9, C'«iait lui faire konseur d'ane idée très-saine qui ne- kii appartenait 
pas. 

(^) Je me proposais de mettre, dans fannualre de 1827 , un article sur 
Yintérét de VargtnU Le sort d'une première tentative n*a pas d4 nrençou- 
rager à un autre tentative beaucoup plus épineuse encore., pour qui ne veut 
pas trahir ce qu'il croit la vérité» Si j'en aï le loisir , je pourrai, dans Fe 
présent recueil ; essayer ce nouveau sujet qui se lie naturellemenr à celui 
des monnaiest 
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GÉOMÉTRIE TRA]VSCE]¥DA]!VT£. 

De la courbure des surfaces courbes ; 
Par M. Gergokne, 

JuE sujet qui va présenlement nous occuper comporrant incom«^ 
parablenceni plus de détails que n*en oiTre la théorie de la cour- 
hure des courbes planes , dont nous nous sommes occupes au com* 
mencemenl de ce volume , nous nous trouverons contraints de 
serrer un peu , pour ne pas donner à ce mémoire une étendue 
démesurée. 

Si , à l'exemple d'Euler et de divers autres géomètres , nous ne 
voulions que démontrer des théorèmes sur la courbure des sur-* 
faces courbes , nous pourrions aisément parvenir à notre but d'une 
manière plus rapide ; mais nous avons le dessein de^ parvenir à 
des formules générales , propres à résoudre immédiatement les prin- 
cipaux problèmes qu'on peut se proposer sur les diverses circons- 
tances que préseiite la courbure des surfaces. Quelques-unes de 
ces formules pourront paraître compliquées ; mais , outre qu'elles 
n'en seront que d'une application plus facile , la parfaite symé- 
trie qui y règne constamment , en même temps quelle en rend 
le calcul aisé à suivre , ofljc une garantie précieuse de leur exac- 
titude. 

I. Soit 

fÇv ,f , z)=:Sz=:0 , (l) 

Téquation d'une surface quelconque , rapportée à trois axes que , 
Tom. XXI, 71.^ 8, \ y février i83i. 29 
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pour plus de sîmplîcîlé , nous supposerons constamment rectan- 
gulaires , cl soît (.r^J^2') un quelconque des points de cette sur^ 
face , de telle sorte qu'on ait 

f(a:/,^/.z^)=5'=o; (2) 

Pour transporter l'origine en ce point , en conservant aux axcft 
leur direction primitive , il faudra faire , comme Ton sait , 

x=x^+t , jr=y+^ » z=z^+f^ ; (3) 

t ^ u ^ p étant les symboles des nouvelles coordonnées. Or , cela 
revient évidemment à supposer que, dans (3) , a:^^^4' se chan- 
gent respectivement en x'+/ , /'^+'^ > z'-+-^ , ce qui donnera ( tom. 
XX , pag. 260 ) , en ayant d'ailleurs égard à cette même équa- 
tion (2) , 

0=: /■+- 1/4- 1-2 — + 4- (4) 

dx' ~ dy ~ d:t'^ i,a ~ dxMy la ^ dy» i.a ^ ^^^ 

, d^' , d»5' Pt . d^S' uQ 

-4- -— »f» -4-2 ' 1-2 

~ dV ~ diMV i.a ~ dydsf U2 

"*"d?^ ITT 

et telle sera conséquemment Téquation de la surface (i), rapportée 
aux nouveaux axes ; équation dans laquelle x^ , y ^ z^ sont trois 
constantes indéterminées, équivalentes à deux seulement , attendu 
qu'eires sont liées entre elles par la relation (2). On repassera 
d'ailleurs au système primitif au moyen des formules (3) qui don- 
nent 

i=x — x' , «=/ — -y 9 ^=2 — ^^ • (5) * 

1/ équation (4) peut être regardée comme fondamentale dans tou- 
tes les recherches qui vont suivre. 
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IL Si l'on veut ne considérer qae ce qui se passe dans une 
portion de la surface (4) s'étehdant très-peu autour de la nou- 
velle origine , c'est-à-dire, autour du point {x^^y , «') de la sur-^ 
face (1) ; comme , pour tous les points de cette portion , t ^ u ^ p 
seront de fort petites quantités , on pourra , sans erreur sensible , 
négliger, dans l'équation (4) « tous les termes de plus d'une di-. 
mension par rapport à ces variables. Plus donc cette portion sera 
petite et plus aussi elle tendra à avoir pour équation 

de sorte que cette équation représentera rigoureusement la pot*tion 
de surface dont il s'agit , lorsque cette portion se réduira à l'ori- 
gine des / , u^ f , c'esl-à-dire , au point (x'.y'^z^). On peut 
donc dire que Téquation (6) est celle d'un plan qui , en ce point , 
a exactement même direction que la surface (i). Un tel plan est 
dit tangent à cette 6ur£aice , au point {pc^ ^ y' % zf^ qui en dit U 
point de contact avec elle. 

III. Par Torigine des /, w • f' , soit conduite arbitrairement une ^ 
droite , exprimée par la triple équation 



t 
Cos«# 



Cos.^ Cos. y 



=r : 



(7) 



en tirant de là les valeurs de t ^ u ^ i> ^ pour les substituer dans 
Téquation (4) , celle-ci deviendra 



-— Los. OC 



4- ~ Cos.ô 
+ — Cos.y 



— — Cos/a+2 — — 7Cos.ôCos.y 



'•^ î ! + jS Cos.«|3+2 -^Cos.vCos.aJr'+. 



dj' 



d>5> 



Cos.S+2 -- — -— • Cos.orCos.â] 



di'* ' ' 4x'd^' 
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et exprimera les distances de Torigine aux difiercns points où la 
droite (7) perce la surface (4). Cette équation csl d'abord satîs-. 
faite en posant r=o , comme on pouvait bien le prévoir , puis-, 
que la droite (7) passe par Torigine des / , w , c , qui est un 
point de cette surface. Les autres points communs à la droite (7) 
cl a la surface (4) seront donnés par Tcquation 



d5' ,, \ 
— Los. a 



dS^ 



d»Ç' ^ , . d^Sf 



— ^Cos.*a-4-2 Cos.SCos.y 

0=<H Cos.ô ,4-7<-h ■; — Cos. •34-2 Cos.yCos.a > r+ 



Si donc on suppose les angles a , () , y indéterminés , et qu'on 
veuille profiter de leur, indétermination pour faire en sorte qu*un 
second point commun vienne se confondre avec le premier « à 
Torigine des / , 1/ , t' , c'est-à-dire , au point (x' ,y' , s' ) , il fau- 
dra que le second membre de cette dernière équation devienne 
de nouveau divisible par r ; ce qui exigera qu'on ait 

alors la droite (7) sera dite tangente à la surface (4) » à Torigine 
des t ^ u s V % c'est-à-dire , au point ( x* ^ y , z' ) qui en sera 
dit le point de contact avec elle ; et comme , outre l'équation (8) » 
les trois constantes a , ^ , y ne sont liées entre elles que par la 
seule équation 

Cos.'a+Cos//3-[-Cos.»y=îi , 

il s'ensuit qu'elles demeurent encore indéterminées ; ce qui re- 
vient à dire que , par un même point quelconque dune surface courbe ^ 
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on peut mener à celle surface une infinité de iangenles différentes* 

Pour ol}lcnir Tcquatloti du lieu géométrique de foules ces tan- 
gentes , il ne s\igit que d cUmincr Cos.a » Cos.^ , C0S.7 de Té- 
qualion (8) , au mojen de la triple équation (7) ; ce qui , en sup- 
primant le dénominateur r , conduit de nouveau à Tcquation (6) 
du plan tangent. Ainsi , les tangentes à une surf ace courbe, par un 
quelconque de ses points , sonl toutes situées dans le plan tangenl à 
cette surface en ce point ; et il est aise de voir , qu'a l'inverse » toute 
droite menée dans le plan tangent a une surface courbe , par son 
point de contact ai^ec cette sur/ace , est une tangente à cette même 
surface en ce même point. Il en résulte encore que toute section 
plane faite dans une surface courbe , en un quelconque de ses points , 
a pour tangente en ce point f intersection du plan sécant avec son 
plan tangent en ce même point. Et , comme deux droites issues d'un 
roeme point délerminent un plan , il s'ensuit que , 5/ , par Tun quel- 
conque des points dune sur/ ace courbe , on conduit deux plans sé- 
cants à cette surface , et en outre , par le même point , des tangen- 
tes aux courbes planes que ces deux plans déterminent , le plan con^ 
duit par ces deux tangentes ura tangenl à la surface courbe en ce 
point, 

IV. liC plan tangent (G) à la surface (4) au point (x^ ^y ^ z^ ) 
peut d'ailleurs couper cette surface , suivant une courbe plane ; 
et leurs points communs seront donnés par Tcnscmble des équa- 
tions de ce plan et de cette surface. On pourra d'ailleurs , dans 
la recherche de ces points communs , substituer à Tcqualion du 
plan tangent ou à celle de la surface courbe , telle combinaison 
on voudra faire de Tune et de l'autre , de manière^ cependant à 
n'en pas élever le degré. On pourra donc , en particulier , dans 
cette recherche , remplacer i'éijualion (4) par sa difTcrencc avec 
réquatioQ (6) j et dire , en conséquence j que les points com* 
muns à la surface (4) et à son plan langent sont donnés par 
la combinaison de Téquation (6) avec la suivante : 
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d25' /» , d*Sf tu , d>5' B» . 

02= — +2 + — 4-..,..V 

d»5' cif . d*5' up 

^2 +2 

^^ dVdx' i.a djMz' i,a . 

d»5/ e» 
"" dx'd>' 71 * 

SI Ton veut ne considérer seulement que ce qui se passe dan* 
le voisinage de rorlgîne des ^ ,. m , ^ , c'est-à-dire , dans le voi- 
sinage du point {^\y iZ^) I on pourra faire abstraction, dans 
celte dcrniiie équation , des termes de plus de deux dimensions 
en / , 1/ , (^ ; de sorte qu'il sera rigoureusement vr;^i de dire que 
le point de contact de la surface (1) avec son plan tangent en 
(a:' ,/^ , 2' ) ou , ce qui revient au même , de la surface (4) 
avec son plan tangent à Torlgine des / , 1/ , p -est donné par l'^n- 
semble de Téquallon (6) et de récjuation 



' — ^-4-2 uç I 

do/» ~ àyûj J 



A tt +2 r/ >=o ; (Q) 

, à*S^ . d»S' ^ ] 

^ dz'» ~ dx'ày J 

or , cette dernière équation est celle d'une surface du second or- 
dre , de dimensions infiniment petites , laquelle est coupée par 
le plan (6) suivant une ligne du second ordre , qui a elle-même 
des dimensions infiniment petites ; donc le point de contact dune 
surface quelconque avec le plan tangent en un quelconque de ses points • 
est une ligne du second ordre de dimensions injlniment petites ; ce • 
qui revient encore à dire que le plan sécant pcNrallèle au plan tan^ 
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genî en un quelconque des points dune surface quelconque , détermine . 
sur Cette surface , une courbe plane qui tend de plus en plus à de- 
venir une ligne du second ordre , à mesure que les deux plans sont 
plus voisins F un de F autre. Cette remarque est due à M. Cli. Dupin. 

V. Bien que le point de contact d'une surface courbe avec son 
plan tangent soit une ligne du second ordre de dimensions infi- 
niment petites « il n*en est pas moins du plus grand intérêt , pour 
4es recherches dont nous aurons à nous occuper , de savoir la déter- 
0nner , pour chaque plan tangent , en particulier , d'en connaî- 
tre la nature , la situation sur ce plan , les directions de ses dia- 
mètres conjugués ou principaux , ainsi que la direction de ses asymp- 
totes ,• si elle est hyperbolique. Arrêtons-nous donc , avant d'aller 
plus loin , à toutes ces diverses déterminations. 

Mais , pour élargir un peu la question , et en même temps 
pour la simplifier , en nous débarrassant momentanément des no- 
tations différentielles , considérons les deux équations , 

JtJ^Bu+Cvszo , (10) 

jD/'+J?ii"+Ff'*+ 2GliP+2^^'/+2/l7£/=Z , (11) 

dont la première est celle d^un plan , passant par l'origine des 
coordonnées, tandis que la seconde est celle d'une surface du se- 
cond ordre qui y a son centre ; de sorte qu'elles représentent , 
par leur ensemble , une ligne du second ordre tracée sur ce plan , 
et ayant son centre au même point. 

Soient r , r^ deux demi-diamètres de la lurface (n) , formant res* 
pectivement, avec les axes des t , u , v , des angles a et a' , ^ et 
/î' , y et y' ; leurs équations seront : 

et on aura , comme Ton saii.^ 
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Cos.'a4-Cos//54-Cos/y=i, (i4) Cos.V+Cos.\3'+Cos,V= i * (i5) 

Sî Ton veut , en outre , que ces deux demi-diamèlres appartien- 
nent à la courbe déterminée par les deux équations, il faudra 
qu'ils soient sur le plan (lo) , et que conséqucmment leurs équa- 
tions vérifient la sienne ; ce qui donnera encore 

ACos.»+BCosJ+CCos'y=o , (16) JCos.»'+BCos.^'+CCQs.y=o ; (17) 

et , tant que les six angles a , |î , y , a^ , ^' , / ne seront liés en- 
tre eux que par ces quatre relations , les deux demi-diamcires 
pourront être quelconques sur le plan de la courbe. 

Cherchons présentement quelle nouvelle condition il faudra join* 
dre a celles-là pour que ces deux demi-diamètres soient conjugués 
Tun à Tautre. Pour cela rappelons-nous que , dans toute ligne 
du second ordre, si de Tun quelconque des points de la courbe 
on mène aux deux extrémités d'un même diamètre quelconque 
deux cordes dites supplémentaires , les diamètres respectivement pa- 
rallèles à ces cordes seront conjugués Tun à Tautre ; d'où il ré- 
sulte qu'à rinvcrsc , si, menant par les extrémités d*un diamètre 
des parallèles respectives à deux autres diamètres , ces parallèles 
5e coupent sur la courbe « ces derniers seront conjugués l'un 4 
Taulre. 

Cela posé , soit ( a ^ b ^ c} Tune des extrémités de l*un quel* 
conque des diamètres delà courbe donnée par les équations (10^ 
et (11) ) de telle sorte qu'on ait , à la fois, 

Ja+Bb+Cc=o , (18) 

Da^+EB'+Fc'+2Gbc+2lfcaJ^^2Kab=:L ; (19) 

l'autre extrémité de ce diamètre sera ( — a,^^b , — ^) ; cl 1 sî l'on 
mène , par le premier de ces points , une parallèle au diamètre (12) 
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et par k second une parallèle au dtamèirc (i2) ; en désignant 
par {if f 1/ i i/ ) le point de concours de ces deux droites , ou detra 
atoir 

€os.# ~ Cos.iS "^ Coso' ' ^^^^ Cos.»' "^ Cosw»' ^ Cos y' ' ^^*^ 

et, pour que CCS deux diamètres soient conjugués ]*un à Taulre , 
il faudra que le point ( ^^ , m^ , ^' ) ycrîiie Téquation (11) , c'est^ 
à-dire qu*il faudra qu*on ait 

léqualion qui , en lui relranchant Téquation (19) , peut clro mise 
sous cette forme 

/ i?(/'-w»)(/'+«)4.G[(«/-*)(p/+o+(.''-c)(«'H-i)] N 

I 4.^(1,'— i)(i//+*)+//[(p'»^)(^4a:+(/'~«)(.'+0] >=o. 

'+f(^'-c)(p'+c)Vaï(/'-o)(«'+ A) +(«'—*)(/'+«)] ; 

chassant alol*s de cette dernière équation deux quelconques des bi- 
nômes /'-»« , tt' — h , v* — c , et deux quelconques des binômes i \-a , 
u'-^h , •-4-6 , au moyen des relations (20), (21), les deux autres 
binômes en disparaîtront d'eux-mêmes et Ton aura pour la con- 
dition Jk joindre aux quatre déjà établies , afin que les dcml-dia- 
mcires (i») , (i3) soient conjugués l'un à l'autre 

i)Co».aCos.flt''+G(€os.^Cos./-|-tos,yCos.p') \ 
+£Cos.^Cos.|3'+Jy(Cos.yÇos.a'+Cos.aCos.y') ) ;=o; (22) 
+/lCos.yCos.y'+A'(Cos.dCos.^-|-Cos.j3Cos.«') / 

Tom. XXL 3o 
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On sait que , dans une hyperbole , une seule asymptote faii la 
fonclion de deux diamcircs conjugués qui se confondent ; d'où il 
suit que , si l'on veut que le diamètre (12) soit une asymptote 
de la courbe supposée hyperbob'que , il ne s'agira que de poser 
Qf=(x , ^' '^^ , y'=^V î ^c sorte qu'on aura alors , pour déterminer 
a , /î , y , outre les équations (i4) et (16) , ce que devient l'é- 
quation (22) dans cette hypothèse , c'est-à-dire 

Z>Cos.«a+2GCos.^os.v \ 
+f:Cos/j3+2//Cos.yCos.a 5 =0 • (23) 

+iFX:os.'y + 2A'Cos.aCos.p / 

S! donc on substituait , tour à tour , dans la double équation 
(12), les doubles valeurs de Gos.a , Cos.(} , Cos. y données par 
les équations (r4) , (16) , (:?3) ^ on obtiendrait ainsi les équations 
des deux asymptotes de la section supposée hyperbolique. Or, cela 
revient a éliminer Cos.» , Cos.^, Cos. y entre la double équation 
(12) et les trois autres; ce qui peut se {aire beaucoup plus sim- 
plement en substituant dans celles-ci les valeurs des trois cosinus 
tirées de Tautre , ce qui donnera, outre l'équation (10) , l'équa- 
tion 

D/'-fiE£i' + F^'»-|.2Gi/f'+2//^'/+2A:/i/=o , (24) 

qui , dans le cas d'une section hyperbolique, appartient ainsi au 
système de deux plans qui coupent le plan (10) suivant les asym|>-. 
tôles de la courbe. 

Si l'on veut que les deux diamètres conjugués (12) et (i3) 
soient rectangulaires ou principaux , il faudra aux cinq conditions 
déjà obtenues ajouter encore la suivante : *' 

Cos.aCos.a^-f Cos.pCos./}'-|-.Cos.yCos.y'=:o , (25) 
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qui exprime ique les deux diamètres conjugués (12) el (i3) sont 
pcrpendîcalaîrcs Tun à Taulrc ; et alors nos six angles se trouve- 
ront complètement déterminés , puisqu'ils seront tîcs entre eux 
par six relations distinctes. 

Mais comme ces relations demeurent inyariables , lorsqu^on 
y permute simultanément entre eux a et a^ , |î el /3^ , y et y' , il 
s^ensuit que ces six angles doivent être déterminables par trois 
équations seulement en oc, ^ , y , donnant deux valeurs pour le 
cosinus de chacun de ces trois angles. Deux de ces équations sont 
les équations (i4) et (16), et la troisième s^obticnt en éliminant 
deux quelconques des quantités Cos. oc'' , Cos./i" , Cos.y' entre les 
équations (^7) , (22) , (^5) ; ce qui en fait aussi disparaître la 
troisième et donne 

(Z?Cos y— CCos.^)(ZX:os.oc+A'Cos.|3+//Cos.y) \ 
-J-(CCos.a — *-r^Cos.y)(£'Cos./5+GCos.y4-À'Cos.a) > . (26) 
4-(^Cos.p— jBCos.a)(/X:os.y + 7/Cos.a+ CCos.p) ) 

Telle est donc Téquation qu'il faudra combiner avec les équations 
(i4)el (16) pour obtenir les doubles valeurs de Cos.œ , Cos.(3 , 
Cos.y qui conviennent aux deux diamètres principaux. 

Si , ayant déterminé les doubles valeurs des trois cosinus , au 
: moyen de ces équations , on les substitue tour à tour dans la 
double équation (13) , on obtiendra les équations des deux diamè- 
tres principonx de la courbe donnée par les deux équations (id) 
el (il)» Or, cela revient évidemment à éliminer Cos. a , Cos./3 , 
Cos.y entre la double équation (12) et les équations (16) et (26), 
ce qu'on peut faire beaucoup plus simplement en substituant dans 
les deux dernières les valeurs de deux quelconques dç ces trois 
cosinus « ce qui en fera aussi disparaître le troisième et donnera , 
outre Téqualion (to) , Téquation 
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(B(^Cu)(Dl'^Ku-{-Hi') 
+{Cl^J^'XEu+Gi>-^Ki) \=Q ; (37) 
4.(//i/— l?/)(ri+///+G«) 

cqualion commune à deox plans coupant le plan (10) suivant 
les diamètres principaux de la courbe donnée par les équations 
(10) et (il). Il est visible d'»illcurs que ces deux pians se cou-* 
peut suivant une droite donnée par la double équation 

perpendiculaire nu plan (lo) de la courbe et passant par son cen- 
tre ; de manière qu'ils «ont eux-mêmes perpendiculaires à ce plan. 
Si, dans Tcquation (ii) , on substitue pour / , i/ , ^ leurs Tab- 
leurs en r, données par la double équation (12)1 elle deviendra 

DCos.'a+aGCos.jSCos.y \ 
+ECos.'^+2lICos.yCos.(x > t'z=L ; (29) 
+/T;os.'y + 2ArCos.aCos.^ ) 

de sorte que , si Ton substitue » tour à tour , dans celle dernière f 
pour Cos.ûc , Cos.0 , Gos.y « l€s doubles valeurs données par l^s 
équations (f4) 1 (16) , (26) , on obtiendra les deux valeurs de 
r* qui conviennent aux demi-diamcires principaux de la courba. 
Donc aussi on obtiendra Téquation de laquelle . dépendetil cea deux 
valeurs de r* , en éliminant ces trois cosinus entre les quatre équa- 
tions (r4), (16), (26) , <29). ; . > 

Maïs, pour faciliter rélimination , tâchons de reof^plac^r leâ^équa- 
lions (i6) et (29) par deux autrcis qui soient } linéaires, par. rap- 
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port à ces mêoies cosinus. Pour cela remarquons d'abord que Vé- 
qualion (29) peut être écrite comme il suit : 

r»(JX!oi.a+Jïï3os.p+7/Cos.y)Gos.a \ . ■> 
-^\ECoi.^^GOis.y+KCoi.a)Coi.^ V =:£ . (3o) 

Or , si présentement on éliaiinè , tour h ioav , entre les' deux 
équations (26) et (3o) chacun des trinômes 

ECos.^+GCos.y-[-KCos.(x ; 

FCÔi.y-\-HCos.oi-{-GCos.^ ; 

en opérant toutes les simplifications que pourront permettre les 
Milalions ^i4) et (i6> , on tnouTera .. > 

B(FC<*s.y-{-HCos.a-hGCos.p) ) 

. ^'«(SCçs.y— CCos.|3)Z , 

-~C(£Cos.^+GCos.y-(-AX:os.«) ) 

C(DCos.a^^os.|î4iyCos.y) ) 

Sr» = (CCos.«— .^Cos.y)£ , 
—J{FCos.y+HCos.<i-{-CCos.^) ) 

JŒCosA+GCos.y-^KCos.x) 1 

• ■" Vr'=(^Cos.|5— PCos.«)L ; 

— 5(DCos.cx+A?Co«.^-*-//Cos.y) J 

équations linéaires dont chacune esi évidemment comportée par 
les deux autres , et dont deux quelconques peuvent remplacer les 
équations (a6) et (29). Si, dans les deux fremières , par e*emr 
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pic , on substitue pour Cos.v sa yaleur donnée par l'étiuallon (i6) , 

elles devicudront 

^=0 , (3.) 



{ [C'/JT— C{AG+BH)-\.JBFy—JBL)Cos 



:'(- 



(32) 



ce qui donnera, en transposant, multipliant membre à membre, 
et supprimant le facteur Cos. a , Cos.^ , commun aux deux mem- 
bres de l'équation résultante 

En développant , réduisant ,: divisant par C, ordonnant .et fu- 
sant , pour abréger 

A*(G»^EF)^iBC{pG—IIK) \ 
-^B\ir-^FD)+iCJ{EH--KG) \ sjP , (33) 
+0{IC-~DE)'^2JB{FK'^GH)) 

B'D^2BCG^CE \ 
+C'E—iCMl+A*F [ =Q , (34) 
+A'F-^%ABK-\.B*d) 

A'+B'+C=:R , (35) 

cette équation deviendra 
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JPr*+ÇZr'— iy>=o , (36) 

et donnera , pour ses quatre racines « ne différant deux à deux 
que par le signe , les quatre demi*diamctres principaux de la 
courbe exprimée par Tensemble des équations (ro)i'el (ii)« 

Le dernier terme de Téqualion (36) étant essentiellement né- 
gatif , cette équation ne pourra signifier quelque chose qu'autant 
que les coefficiens P et QL ne seront pas tous deux négatifs. Si 
alors P est positif, quel que soit d'ailleurs le signe de QL , Téqua- 
lion aura toujours une variation et une permanence ; c'est-à-dire , 
que les deux valeurs de r' seront alors de signes contraires ; de 
sorte que , des quatre valeurs de r dpux seront réelles et les deux 
autres imaginaires, la courbe donnée parles deux équations (lo) 
et (il) sera donc alors une hyperbole. . 

Si, dans le cas de P positif, Q se trouvait être nul , les deux 
valeurs de r' ne différant alors Tune de l'autre que par le signe , 
rhypcrbole serait équilalcrc. 

Lorsqu'au contraire P est négatif, l'équation (36) ne peut signi- 
fier quelque cbose qu'autant que QL est positif; et comme alors 
cette équation présente deux variations , les deux valeurs de r* 
doivent être positives , et , par suite , les valeurs de r sont toutes 
quatre réelles ; la courbe doit donc être une ellipse* 

Si Ton avait Pz=zo et QL positifs ; des deux valeurs de r* une 
gérait infinie et l'autre finie et positive ; des quatre valeurs de r 
deux seraient donc infinies et les deux autres finies et réelles ; 
la courbe se réduirait donc ainsi à deux droites parallèles , d'au- 
tant plus rapprochées Tune de l'autre que L serait plus petit , et 
qui conséquemment se confondraient en une seule droite, si L 
était nul. 

Pour que la courbe soit un cercle , c'esl.-à-dire , pour qu'elle 
ait une infinité de systèmes de diamètres principaux , il faut qu'en 
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cxprîoianl que le diamètre (la) est un dîamèlre principal , Cos.ot , 
Gos.(5, Cos.y demeurent indélerminéA , cl. que conséqucmmeni it 
en son de même de leurs rapports deux à deux ; il faudra donc 
que, dans les cqu^iion* ^i) et (3a) , on ait 

(OD^2CAH+A'F)r*^(C+A')L . (38) 
{OK^C{JG^BH)+ABFy^JBL . 

En prennnl la somme des produits respectifs de ces Iroîs cquàrton* 
par /i* , B* et —^AB, on obtient , en réduisant et divisant par C* , 

{A-E—iiABK^B'G)f^:=z{J'^B')L ; (Sg) 

équation qui peut conséqucmmeni remplacer la dernière. Les équa^ 
lions (37) , (38) , (39) donneront la valeur du quarré du rayon 
du cercle , sous Iroîs formes différentes ; et , en égalant entre elles 
les Iroîs expressions obtenues , on obtiendra , pour lai double eon- 
dîiîon exprimant que la courbe donnée par les équations (10) CI 
(11) est un cercle , 



B*+C* ~ 0+^» ~ J»+^« . ' ^*^^ 



\l. Pour appliquer préscnlemcnl ces divers résultats au point 
de contact d'une surface courbe avec son plan tangent , il ne 
5*agit que de lairc coïncider respeclivemcnt les deux équalions 
(lo) et (If) avec les deux équalions (6) cl (9), ce qui se ré- 
duit Gimpfcment à poser , en supprimant les accens , 
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dz ' 


àx* 


^=d^. ' 


^ dz» ' 




dzd:c 


AT- ^'^ 

dccd/ 



(4') 



et Ton obtiendra ainsi les propositions suivantes : 

I .** // existe , en général , sur toute surface courbe une courbe a 
double courbure le long de Icujuelle les points de contact des plans 
iangens sont tous paraboliques. Cette courbe partage la sur/ace courbe 
en deux régions dans Tune desquelles les points de contact des plans 
iangens sont hyperboliques tandis , que , dans F autre , ils sont ellip- 
tiques. 

Si *5=f(ar,^, 2) = o est Tëquation de la surface courbe dont il 
s'agit , rapportée à trois axes rectangulaires quelconques , la courbe 
à double courbure , dont il vient d'être question , sera donnée sur 
cette surface • par son intersection avec une autre surface ayant 
(33) pour équation 

V, da? / L\ d/d« / dj» dz» J d/ dz \ da;» d/d« dzda? da;d/ / 

/ d.9 Y r/ d'5 Y ^'^ ^'^ Il d^ d^* / d^^ d'5 _ d'5 d»>y \ f ... 

\ dz / L\ da;d/ / da?» dj^» J ''" da; d/ V^ dz« da;dj ~ d/dz dzda; y 

Un point (x ,jr ^^z) de la surface *Ç=o appartient à la région des 
points de contact hyperboliques ou à la région des points de cou* 
Tom. XXI. 3i 
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tact elliptiques, suivant que , pour ce point, le premîc membre 

(le l'équalioii (4'-i) est positif ou négatif. 

2.° Dans la région des points de contact hyperboliques , // existe 
une courbe à double courbure le long de laquelle les points de con- 
tact sont tous des hyperboles équilatères. Cette courbe à double cour- 
bure subdivise cette région en deux autres telles que , dans l une , 
ï angle des asymptotes est aigu , tandis qu'il est obtus dans t autre. 

CeUe nouvelle courbe à double courbure est donnée , sur la 
surface S:=.o , par son inlcrsectioa avec une aulrc surface ayanl 
pour équalîon (34) 



\ àj J di> dj dz àyàz \ àz J dj » 






d5 \ ' d»5 ^ i£ i£ 



àS AS à*S 



J d»» 



àz dx dzda; 



/ d5^Y d>5 
A da; ) éz* 



/ âS Y d'5 .^ d^ d5 d'5 / d5 V d'5 



=0 



(43) 



3.° jEn/fn J/I/I5 la région des points de contact elliptiques , il se 
iroui^e un nombre limité de ces points de contact qui sont circulai- 
res. Ce sont les points de contact de cette dernière sorte que 
Monge a appelé des Ombilic. 

Les points ombilicaux de la surface S=:o sont ceux où cette sur- 
face est percée par la courbe à double couibure donnée (4o) par 
la double équation 
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\ df ) dj* "" df dz dydz \ dz / dj' 



( 



d^ \» d»wS 



âz ) di* 



/ ^S V / d5 \« 



d5 d5 dVÇ 



dS V d>5 



.àz do; dedo; 



\^ àx ) dz 



/- d^ V / d'^ Y 

/ d£^ Y ±£ _ j?^ i?. ^'*^ f —\ — 

V dr / dj» dx dr drdr \ dv / Hj:» 



(SKf-)' 



(44) 



On peut ajouter à tout ceci que , généralement pour que deux 
droites menées par un quelconque (x , j, z) , des points de la sur- 
face Sszo , et formant avec les axes des coordonnées des angles 
a et a^ , ^ et ^^ , V et y^ , soient des diamètres conjugués du 
point de contact de cette surface avec son plan tangent en ce 
point , il faut quon ait (i4) , (i5) , (i6) , (17) , (î2) , 

Cos."«+Cos.»i8+Cos.»y=i , (45) . Cos.»«'+Cos/»i8'+Cos.V=i , (46) 



-^Cos.a+ 4^Cos.p+ ^Cos,y=o , (47) ^ Cos.a'+ ~ Cos.^+ -i^Cos-yro, (48) 



dz 



'*'-Cos.aCos.a^+ -^ (Cos.ôCos.y+Cos.yCos.|y) 
» dydz ^ ^ 



dx 



4- Cos.ôCos.ô'4- -TT (Cos.yCos.a'+Cos.aCos.yO ) =0 . (4q) 

d/» dzda;^ ^ i ^^ 

^ Cos.yCos.y'+ (Cos.aCos.S^+Cos.ôCos.aO 

dz* dxdjr ^ * ^ 
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En outre , pour un poinl délcrminc quelconque {x\y , £) de 
la surface 5=o , pour lequel on a conse'quemment 5^=o , les dî- 
rectîons des diamètres principaux du point de contact sont don- 
nés par les inlerseclions du plan tangent (6) avec les deux plans 
donnés (27) par Téqualion unique 

f'I^t-^AC^u^J^.+ ^^t) ^=0.(50) 
\d^^ do.' J\dy* ^ d^'d^' iix^dy y/ [ 

( ''' u- ^i\( — .+ J^i+^^u\ 

\ 1l7 dy )\ dJ^ dJdx' ^ djM^ J 

Eufin si ce point de contact est hyperbolique , les directions 
de ses asymptotes seront déterminées par les intersections du même 
plan tangent (6) avec les deux plans donnés (24) par l'équation 
unique 



dx'* ~ dydz^ 



» dy^ * di'dx' « "^ ^ 



J j^'+2 ' tu 

~ dù'^ ~ dx'dy 



On rendra ces deux derniers résultais propres au système de coor- 
données primitifs , en y remplaçant t ^ u , i^ par leurs valeurs 

X X' , X—y' f - — 2''» données par les formules (5). 

Par Tun quelconque des points d'une surface courbe, on peut 
toujours concevoir, tracée sur celle surface, une courbe telle que 
sa tangente , en chacun de ses points , soit dirigée suivant Tun des 
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cllamèlres principaux du point de contact du plan tangent en ce 
point. Une telle courbe, qui est en général une courbe à dou- 
ble courbure , est ce que Euler a appelé une ligne de courbure 
de la surface dont il s'agit. Il est clair qu'il doit , en général , 
eu passer deux par chacun des points de cette surface , et qu'elles 
doivent s'y couper orlbogonaleoient , comme le font les deux dia* 
mètres principaux de ce point , considéré comme point de contact 
du plan tangent. Toutes les lignes de courbure d'une même sé- 
rie doivent aller concourir aux différens points ombilicaux, tandis 
que celles de l'autre série , à mesure qu'elles se rapprochent d'un 
tel point , tendent de plus en plus à devenir des cercles , dont 
il est le centre commun. Les lignes de courbure d'une surface 
courbe , que nous Verrons se représenter plus loin sous un autre 
aspect , partagent donc celte surface en quadrilatères curvilignes, 
ayant leurs quatre angles droits , comme le font les méridiens et 
les parallèles dans l'ellipsoïde de révolution. 

VII. En repassant au système primitif , au moyen des formules 
(5) , l*équation (6) du plan tangent à la surface S=zq , en un 
quelconque (o:^, j'', z') de ses points , devient 

et rien , d'après cela , ne sera plus facile que d'obtenir l'équa- 
tion du plan tangent à une surface proposée, en un point donné 
sur cette surface. 

Si le point ( .r^ ,y , z^ ) n'est pas donné , celte équation (S2) , 
en y mettant pour x\ y' ^ z' tous les sysièmcs de valeurs compa- 
tibles avec la relation aS^=o , pourra indistinctement exprimer 
tous les plans tangens à la surface proposée. On pourra donc 
alors profiler de liiidélerminalion de x' ^ y* ^ z' pour assujélirle 
plan tancent à deux condiiioi^s données. Comme cela ne saurait 



Digitized by 



Google 



^38 COURBURE 

offrir de difficulté , d'après ce que nous avons déjà dit ( pag. 9 ) , 
sur les tangentes aux courbes planes , nous ne nous y arrête- 
rons pas. 

D'après l'équation (52) , la normale à la surface 5=o au point 
{x'yX^z^) de celle surface, c'esl-à-dîre , la perpendiculaire à 
son plan tangent en ce point , aura pour sa double équation . 



(53) 



d^' — dv •" d^ ' 

et rien , d'après cela , ne sera plus facile que d'obtenir les équa- 
tions de la normale à une surface proposée , en un point donné 
sur celle surface. 

Si le point (^x\ jr\z') n'est pas donné , cette équation (53) » 
en y mettant pour x^ ^ y' , z^ , tous les systèmes de valeur com- 
patibles avec la relation S^=zo , pourra indistinctement exprimer 
toutes les normales à la surface proposées. On pourra donc alors 
profiter de Tindéiermination de x^ ^ y' ^ 2' , pour assujétir la nor- 
male à une condition donnée. Comme cela ne saurait offrir de 
difficulté, d'après ce que nous avons déjà dit ( pag. 12) sur (e& 
normales aux courbes planes , nous ne nous y arrêterons pas* 

VIII. D'après ce qui vient d'être dit , si , pour abréger , on 
représente par II le second membre de l'équation (4) et par fl^ 
ce que devient ce second membre , lorsque / , 1/ , p se changent 
respectivement en t' ^ u\ v\ l'équation du plan tangent à la sur* 
face (4) t en un quelconque ( /' , 1/' , f'' ) de ^t& points , sera 

^û' ., .V do' , . dû' , ,. 

17 ('-'^+ •ZJ-("-«')+ â7(^— 0=0. 

OU bien encore 
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do' -dû' dn' da' , dn' , dn' , ,^,^ 

di^ ^ du^ ^ dp' d/' ^ d(*^ ^ dp' ' ^^^ 

SOUS Ja condition 

^ d5 , d5 ^ d>5 /'^ dv^ /'«' d>5 li' ,^^. 

0=n^=— ^ + — «^'4- j- ha — h-j-- h (5j) 

dx djr d-ï» i.a du;d/ i.a djr* i.a ^ '^ 

d.Ç , d»5 p'/' , d»5 u\'' 

-f- — iV 4-2 +2^ 

dz dzdx 1.2 dj'dz i.a 

d*5 o^» 

"• dl^ 77 • 

en ne conservant , pour la facilité de Técrilurc , que les accens 
de t ^ u y ^. Or , cela donne 

dû' dS / d>Ç ,, dK^ , d^S \ 
di' dx \ do;» dxày dzdx J 

dû' d5 / d»S . d>5 / «ï**^ y\ . \ /rrx 

aa:^d5 /£5 _a^ j^^A I 

àJ dî \ dt» d«dx ^ d/dz //^ ^ 

el , par suite , 

an' , dn' , dO' , d5 . àS , dvÇ ,,. d'5 ^, , d«5^ ,. 

d/* du' dp* d« d/ d»' da;d/ ày* 



d* , d»5 ,,, d'5 , , 

d»S ,, 



OU bien , en ayant égard à la relation (55) , 
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dpy , ^ ; lîL' ./- ±£ £1 4-0 J^ J!l!L^^ Jil 



i.a 






d».Ç j^ 
dz* i.a 



ce qui donnera , en substituant dans Tcquation (54) du plan tan- 
gent en ( /' , u , ^' ) » 



d>S p* 
ai* i.a 

Ce plan coupera le plan tangent i l'origine des / , « , c suivant 
une droite qui sera donnée par l'ensemble de celle dernière équa- 
tion et de Tcquation 

--— /+ ^u+ — *^o ; (58) 

dx ày àz ^ ^ 

on pourra d'ailleurs , dans la recherche de cette droite , substituer 
à Tune ou à Taulre équation toute combinaison qu'on en vou- 
dra faire , de manière à n'en pas élever le degré. On pourra , 
par exemple , substituer à Téquation (Sy) sa différence avec l'é- 
quation (58) , et dire , en conséquence , que Tintersection du plan 
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tangent à Tonginc des i ^ u ^ i^ , avec le plan tangent (i\u' ^ v' ) 
est donnée par Téquation (58) , combinée aTec Té^juation 

V dx* dscàf • dzàx ••'•^ 



\ di* dzdx d^'dz " V 



d»5 çU' d>5 iiV 

dsdo; i.a d/do? i.a 

d*5 p'^ 

dz* i.a 



et, quant à la droite qui joindra les deux points de contact, elle 
sera donnée par la double équation 

t u 



<«°) 



Si présentement on suppose que le point ( i^ ^ u\ p^ ) est très- 
volsln de Torigine des / , i/, p , à raison de la petitesse de t^ , ci^, 
f^ , on pourra , sans erreur sensible , supprimer , dans Téquation 
(59) , tous les ternies de plus d'une dimension , par rapport à ce» 
coordonnées ; ce qui la changera en celle-ci : 

(d^S . d»5 , ^^S ,\ 
1-\ w 4- ^ ) 
dx* dxdf dzdx J 



f d*S , d^S . d»5 ,> f 

V dj» d^ydz dxdf J \ 
f d^ , d»5 , d»5 \ 

V dî» ^ dzdo; ^ d^^dx ) , 



d^ . d»5 d»5 

ou bien encore 



^ d4^ ^ djcd/ ^ r^ ^ 
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et telle sera alors l'équation qu'il faudra combiner avec l'ëqua- 
lion (58) pour avoir , par approximation , la droite intersection 
des deux plans. Ces deux équations donneront dont rigoureuse- 
ment celte droite . lorsque le point {t',u',o') sera venu se con- 
fondre avec l'origine des /. « , »». On voit, en effet, que les deux 
plans qui , déterminent celle droite , passant alors l'un et l'autre par 
l'origine, celle droite y passera elle-même ; et, comme l'un de 
CM plans est le plan tangent à l'origine , cette droite sera deve- 
nue elle-même , comme la droite (58) , une tangente à la surface 
courbe en ce point. ' 

Soient présentement a et a' , ^ et jS' , V et y' les angles que 
font ces deux droites avec les trois axes , de telle sorte qu'on ait 

/ « î_ r62V -il- = -^ = -r^ ; (63) 

C^ = C^rr-Cos.y • '^''^^ Cos.^ Co..^' -CosV ^^ 

îl en résuUera d'abord 

C<)».'ot+Cos/l3-HCos.'y=:i , (64) Cos.^a'^-Cos.^^'H^Cos.Vsi ; (65) 
ensuite , parce que ces droiles sont dan« le plap ido^ent (58) , on 
aura 
i^Cos.a+ iiCos.l5+ f Cos.y=o . (66) -^ Cos.«'+ ^ Cos.^^-f <:os.v'=o. (67) 

enfin, en éliminant de réqualîon (6i) , au moyen des équations 
(62) et (63), deux quelconques de* coordonnée» ^, i/ , ^ , et deux 
quelconques des coordonnées t' , I/^ ^^ , les deux coordonnées res- 
tantes disparaîtront d'elles-mêmes , et il viendra 



Cos.aCos.oe^4- t1 



— Cos.aCos.ût^+ T-r (Cos.^Cos./-4-Cos.yCos.^) 
dx» àyàz ^ 



— Cos.ÔCos.ô'+ -— T (Cos.yCos.a'4-Cos.aCos.yO > =ao ; (68) 
d/» ^ àzàiL^ ^ 

+ 1H.Cos.vCosy+ -^(Cos.aCos^^'+Cos./ÎCos.aO 
di* àxQjr 

or , CCS cinq dernières équations sont exa/*tiement les mêmes que 

les équations (45) , (46) , (4?) 1 (4^ • (49) » V^^ expriment quQ deux 
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tangentes en un même poinl de la surface (4) sont dirigées suivani 
des diamètres cojijugués de ce point , considéré comme point de 
contact du plan langent ; on a donc ce théorème : 

Si un angle dièdre mobile et i^^ariabh est constamment circonscrit 
à une surface courbe ; à mesure que ï angle soui^rira , son arrête et 
la droite qui joindra les points de contact de ses deux faces sap^ 
prêcheront de plus en plus de la surface courbe , de laquelle elle^s 
deviendront enfin deux tangentes en un même points lorsque F angle 
dièdre sera devenu égal à deux angles droits ; et ces deux tangen-- 
tes auront alors les directions de deux diamètres conjugués de leur 
point de concours , considéré comme point de contact de la surjace 
courbe avec son plan tangent ; de sorte que la direction de Turu de 
ces tangentes étant déterminées a l avance , celle de î autre le sera aussi. 

A raison de cette propriété , M. Ch. Dupin , qui en a fait le 
premier la remarque , a désigné un tel système de tangentes sous 
la dénomination de tangentes conjuguées ; d'où Ton voit que 9 non 
seulement , une surface courbe a, en chacun de ses points ^ une in^ 
finité de systèmes de deux tangentes conjuguées y mais qu*en outre 
il nest aucune tangente à une sur/ace courbe à Ictquelle il nen ré- 
ponde une autre comme conjuguée de celle-là. On voit aussi que les 
directions de deux tangentes conjuguées rectangulaires ne sont autre 
chose que celles des deux diamètres principaux de leur point de con^ 
cours , considéré comme point de contact de la surface avec son plan 
tangent. A raison de cette propriété » les tangentes conjuguées de 
cette dernière sorte sont appelées des tartgentes conjuguées principales. 

Il est encore facile de conclure de tout cela , avec M. Ch. ï)u- 
pîn , que si , à une surface courbe quelconque , on circonscrit arbitrai- 
rement une surface développable , la tangente à la ligne de contact , 
en Fun quelconque de ses points , et la génératrice reciîligne de la 
• surface développable qui répondra a ce point , seront deux tangentes 
conjuguées de la surjace en ce même point, 

IX. Soit conduit par Torigine des / , 1/ , p , un plan arbitraire , 
ayant pour équation 
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u4i-i^Bu-hCi^=o , (69) 

dans laquelle !1 est permis de supposer , sans que le plan cesse 

d'être quelconque , 

A^+B'+C=i . (70) 

Ce plan déterminera , dans la surface (4) , une sccJÎon plane. Pro- 
posons-nous de déterminer le centre et le rayon de courbure de 
telle section pour celui des points de son périmètre qui répond à 
l'origine des coordonnées. D'après ce que nous avons déjà dît 
( pag. a4 ) ^^^ '^^ centres et rayons de courbure des courbes 
planes , il faudra pour cela concevoir deux normales à la section , 
la première par l'origine des / , 1/ , (^ , et la seconde par un au- 
tre point (^V y u' ^ i^ ) de son périmètre. Ces deux normales con- 
courront en tin point qui variera de position sur la première , a 
mesure que le point ( <', u' ^ v') variera lui-même de position sur 
la courbe , et qui deviendra le centre de courbure cherché , lors- 

.que ce point ( /' , w^, ^^ ) sera venu se confondre avec Torigine. 
Les deux normales seront évidemment données par Téquation 
(6g) combinée tour à tour avec celles de deux plans conduits par 
Torigine des / , m , ^ et par le point ( /' , m' , ^'^ ) , perpendiculai- 
rement aux tangentes à la courbe en ces deux points ; et ces lan* 

' génies , à leur tour, seront données, en combinant tour à tour 
Téquation (69) avec celles des tangentes à la surface (4), en ces 
deux mêmes points. 

Imitons , par le calcul , cette conception géométrique. D'abord , 
parce que le point {x' ,x^ • ^^) ^** supposé un des poînU du pé- 
fimèlre de la section; on doit avoir , à la fois » 

4t'+Bu^+Ci^^=zo , (71) n^=o ; (55) 

Cï ayant la même signification que ci-dessus ( YIII ) , ce qui per- 
mettra de mettre Téquation (69) sous la forme 

^(^-.//)4.5(i^_«/)4.C(»^_^/)=o . (7a) 
Les plans tangens à la surface (4) • en ces deux points , auront 
respectivement pour équations 
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. àS dS iS ,^„^ 

V <'-'^+ d7(«~«')+ ^ (.-^=0 . (54) 

En combinant la première avec Téquation (69) et la seconde firec 
l'cquahon (72) , on oblîendra , pour les équations des tangentes 
à la section , en ces deux points , 

t . u o 

(73) 



(74) 



B 


AS 

àt ~ 


-c 


AS "" 
4r 


do; 


-A 

-»' 


AS ~ 
d« 


àjr 


da; 


B 


dû' 

de' 


-c 


do' ■ 

du' 


if 


— y. 


d/ 


^ .dn' 

^da' 


àl' 



En conséquence , les plans conduits par ces mêmes points , perpen- 
diculairement à ces mêmes tangentes, auront respectÎYement pour 
équations 

et couperont le plan (69) suivant les normales menées à la section 
par Torigine et par le point ( /^ , u' , p' ) ; on aura donc le point 
de concours de ces deux normales, en combinant entre elles les 
trois équations (69) , (75) , (76). En traitant donc ces trois équa-- 
lions comme celles d'un même problème déterminé , opérant tou- 
tes les simplifications que pourra permettre la relation (70) , et • 
posant , pour abréger , 

if= I +(C<W^) 'é . (77) iV= +(C '^-AfJ'A; (,8) 
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on obiiendra , poar les cqualions du point de concours des deux 

liormalcs , 

A I da; \ da: . dy dz /) 

M\ dS nfjAS „ dS _ d5 \ ) 

m\ dS ^f jàS „ dS ^ dS \l 

»'=ivrjdr-^(^d7+^77-^^5r)h 

de sorte qu'en désignant par p la^ distance de ce point de con^ 
cours à 1 origine des / , u , t^ , ce qui donnera 

p^=t'+u'+u' , (8o) 

on aura , en faisant toujours usage de la relation (70)» 

employant donc cette relation pour climiner —■ des formules (7g) , 
on trouvera 

'^l dx \, dx dr àz J) J 



(8.) 



M 



p\ B( A--+B -— -^C -—)\ 

"^f dr \ dx Ar dz I ' 

f Ai y dx Ay Az /j 

A mesure que le point (a/^ y , z') se rapprochera de Torigine , 
en suivant le périmètre de la section , le point (82) tendra de plus 



(8.) 
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CD plus à devenir, pour celte origine, le centre de courbure de 

la courbe , et p à être son rayon de courbure pour le même point.. 

Si présentement on substitue dans IH et N (77) et (78) , pour 

dû' dû' dû' 

'irr » TT ^ "TT"» leurs valeurs (56) , on trouvera 
w du' dp' ^ ' 

\ d/ d» / V -* \ d«» d«da; d/d« / 

i/ 2^ C —\( ^ t' ^'^ I ^^ l\ 
\ àz dy J\ dx» àx&jr àtàx / 
/ ^AS . iS\/ à*S , i'S , i?S \ 1 ,-,. 

+( ^X-^ X ) ( d?" "'+ 4^ ^'-^ Ï^^O-^- (' ^^*> 
/ d£_ d£>^'^d«5 d«5 d'5 ^\ I 

\ d/ dx^V, d** dzda? drd« / j 

valeurs qui devront être substituées dan3 la formule (81). Mais , 
-si Ton suppose que le point (^^, w',^^) est tràs- voisin de l'ori- 
gine des t ^ u y V ^ on pourra , sans erreur sensible , négliger , dans 
J/ et iV , les termes de plus d'une dimension , par rapport à ces 
coordonnées , ce qui donnera simplement 
/ jyàS ^ d5 \ . / _ d5 j^S\ , f .àS ^ d5 N ; 

\ àz ày JKàx' ^ à%ày ^ dzàx )\ 

( C^—^À^\ — '-t.-^ ' d>>S \ 
\ da; àz y\ d/* àjrdz âxây ) 

\ àj àx J\ dz» ^ d«la; ^ djda / , 

4aais , dans la même hypothèse , l'équa.lion Ci'-=.o se réduit à 
d5 dS diS , /of\ 

^ui , combinée avec (71) , donne 
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di. dy do; dz dy dx 

de sorte que , / étant un multiplicaleur convenable , on aura 

En substituant ces valeurs dans la formule (85) , A disparaîtra de 
lui-même , et nous aurons 

l^d7""^ d7>' "1;;:^+^'' 7*^~^ d7Jl^^d7~^d7Ji;^ 

^\ à%> dj' ^ d>" ^ ^^ dy do:' / \ ds' d>' } ài'AjJ 

d'où nous conclurons (8i) 

V, àA' dy ) djJ^'^''\ dx' dz' J\^ dy dx' /d^d*' 

\ ^ ^ -^ dzJ d^- -^^ ^ d7 "^ d^jv ^^ "^^ dy JZ^ 



(88) 



/ d5/ „ d6' Y d».9 / d.Ç' d5' \^ d5^ d.Ç' N 



da/ 

dv9 
dx'ay 

Comme /' , u' « (^^ ont disparu , nous pouvons les supposer nuls ; 
de sorte que celte valeur de p est rigoureusement celle du rayon 
de courbure , à Torigine des coordonnées , de la section faite dans 
la surface «$=0 par le plan (69). En substituant cette valeur dans 
les formules (82) , nous obtiendrons rigoureusement les coordoo* 
nées du centre de courbure de la section. 

La formule générale (fi8) , que nous n'avons encore rencontrée 
nulle part , est susceptible d'un grand nombre de conséquences 
qu'il nous reste présentement à développer. 
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GÉOMÉTRIE AllîALYTIQUC:. 

Exposition d^une méthode élémentaire propre 
à obtenir les équations des développées ortho- 
gonales et obliques des courbes planes ; 

Par M. Bar Y. 



/Wl \\WV\V1V\\\'V\%\V1 WVVWWl 



01 Ton conçoit qu'une droite iudéruûe se meuve sur le plan d'une 
courbe, de manière à lui rester constamment normale, celle droite, 
dans son mouvement , demeurera constamment tangente ;i une au- 
tre courbe qui sera ce qu'on appelle la développée de la première. 

On peut aussi concevoir une autre droite indérinie , suivant la 
première dans son mouvement , de manière à couper la couibe 
proposée aux mêmes points qu'elle , et à faire avec elle , tou- 
jours d'un même coté , un angle constant ou un angle variable 
suivant une loi mathématique donnée quelconque. Cette seconde 
droite sera , dans son mouvement , comme la première', tangente 
à une certaine courbe qui pourra être également considérée comme 
une sorte de développée de la proposée , cl qui parait avoir élé con- 
sidérée pour la première fois ( Annales^ tom. XX , pag. 97 ), 
par M. Lambert qui , pour distinguer les unes des autres ces deux 
'sortes de développées , a appelé , celles de la première , sorte des 
développées orthogonales , et celles de la seconde , des déi^^eloppées obli^ 
ques ; d'où Ton voit qu'une courbe plane proposée ne saurait avoir 
qu'une seule développée orthogonale , tandis qu'elle peut avoir 
une infinité de développées obliques dlfTérenles. 

Tom. XXI ^ w.® 9 , i.*"^ mars i83i. 33 
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On a ramené , depuis long-leiiips , à dès procédés élcmentaîrcs 
I3 recherche des tangentes et des normales aux courbes , soîl par 
des points donnés sur leur pérîmèlre , soit par des points extérieurs ; 
maïs il n'en est pas de même des développées orthogonales où obli- 
ques , dont jusqu'ici , malgré IcUr importance dans la géométrie 
et dans ses applications à la physique , on a toujours fait dépen- 
dre la recherche des procédés dfe la haute analyse ; de sorte que 
les personnes qui , après avoir suivi les cours de mathématiques 
de nos collèges , n'ont ensuite ni le loisir ni Toccasion de s'élc-^ 
ver jusqu'à l'élude du calcul diflférenliel , se trouvent ainsi con- 
damnées à rester , pour jamais , étrangères à tout ce qui concerne 
cette Jjranche importante de la science. 

Nous croyons donc faire une chose utile en montrant avec 
quelle facilité on peut présenter la théorie des développées , soîl 
orthogonales soit obliques, de manière à l'introduire dans les sim- 
ples éléînens, Nous exposerons d'abord Iç procédé général ; nous 
en ferons çnsuite diverses applications. 

Concevons que , par un quelconque ( x\y^ ) des points d'une 
courbe plane , on mène une normale à cette courbe ; si , par uti 
autre point quelconque de celte courbe, on lui mène une noa* 
velle norqaalp , celle-ci , en général , coupera la première en un 
certain point (a,|3). La première normale étant supposée fixe » 
si la seconde marche vers elle , en demeurant constamment nor- 
male à U courbe, le point (gc,|î) marchera sur cette normale 
fixe jusqu'à ce qu'enfin les deux normales venant à se confon- 
- dre , ce point ( a , ^ ) s'arrêtera sur la normale fixe , dans \ine 
certaine situation » et il e$t manifeste qu'alors il appartiendra à la 
développée dç la courbç proposée. 

Ainsi , à chaque point (o^^ijT') de la courbe donnée, répond 
un cerlain point ( a , |î ) de sa développée, situé sur la normale 
à celte courbe en (,r^,/'); lout comme , à chaque point (a,|3) 
de la développée doit répondre un point {x^^y^) de la courbe 
pix>posqe , intersection de cette courbe avec la tangente à cette dé« 
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Teloppëe €n ce poÎRl (a,/î) ; de sorle que l*un qnelconqoe. de 
ces deux points est nécessairement dc&ermiDé. par Tautre. 

Si l'on conçoit prësenlement que la normale fixe au point (x^^ 
y ) « devenue mobile , marche sur la courbe , en lui restant cons* 
lamment normale , le poin^t ( <x , ^ ) marchera sur elle , et décrira 
précisément la développée dem&ndée. Il ne s'agit donc , pour oIk* 
tenir Téquation de cette développée, que d'imiter, par l'analyse, 
cette construction mécanique. 

Soit supposée 

F(x,7)=o, (i) 

Téquation de la courbe dont ils*agit; pour le point i^x' ,y) on 
aura , . 

F(x',^')=o ; • (2) 

Téquation de la normale , en ce points sera de la formé 

i{x,x,x',y)=:o . (3) 

Si Ton veut que cette normale passe par un point donné ( a , 
|3 ) , on exprimera cette condition en écrivant 

i(oL.^.a:^.r)-o ; (4) 

équation qui , combinée avec Téquation (a) , donnera les pieds 
(^x\y) de toutes les normales issues du point ( a, ^ )• 

Au lieu de résoudre les deux équations (2) et (4) , par rap* 
port a X* eX y ^ 00 peut , dans Tune et dans l'autre , considé- 
rer ces deux coordonnées comme variables , et construire pour les 
mêmes axes , les deux courbes qu'elles expriment. Les intersec- 
tions de ces deux courbes seront également les pieds ( x* ,y )de 
toutes les normales issues du point ( oc , ^ )• 

Or , là première de ces deux courbes est la courbe proposée 
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cHc-inêmc ; d'où il résulte que l'équalîon (4) esl celle d'une cer- 
laîne courbe qui coupe la proposée aux pîcds de toutes les nor- 
males quî peuvent lui être menées du point («,^). 

Si présentomenl deux de ces normales viennent à se confondre , 
d'après ce qui a élc dit ci-dessus , le point ( a, |5 ) deviendra un 
de ceux de la développée. Or , pour que ces deux normales se con-» 
fondent en effet , il est nécessaire que deux des points d'inter- 
seclîon des courbes (2) et (4) se confondent en un seul , ou , ce 
qui revient au même que ces deux courbes se touchent et aient 
conséqucmmenl la même tangente au point (a;', y). Cherchant 
donc les équations des tangentes aux deux courbes 

F(ar,7)=o , f(a,p,a:,/) = o , 

au point (^\y) f cl écrivant que ces deux tangentes se con- 
fondent , leur coïncidence entraînera deux conditions de la forme 

lesquelles , comme nous Tavons dit ci*dessus , donneront in'dîs^ 
tinctement a et ^ en or' , y^ , ou x^ ,y en a et ^. Si , en par^ 
ticulier , on en tire les valeurs de x^ et^ , en a et ^, pour les 
substituer dans Téquation (2), Téquation résultante , en a et /3 , 
sera Téqualion cherchée de la développée de la courbe (i). On 
pourra d'ailleurs , chemin faisant , employer les relations (3) eif 
(4) à simplifier les calculs et leurs résultats. 

Voilà pour ce quî concerne les développées orthogonales. Si , 
au contraire , il s'agissait de développées obliques , il n'y aurail 
d'autre changement à faire dans le procédé que celui de rempla- 
cer Tcquation (5) de la normale aupoînt (-^ 9 y ) par celle d'une 
droite passant par le même point et faisant avec elle un angle 
égal à Tangle , constant ou variable , requis par les conditions du 
problème. 
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DES COURBES. 253 

Pour première application de ce procédé , cberclions l*éqaa- 
tion de la développée de Tellipse donnée par Téquatioa 

L'équation de la normale à celle ellipse au point {x\y) sera,, 
comme Ton sait, en posant, pour abréger, a* — i";=rtf* , 

b^xy-^ayx+c^xysio , (3) 

sous la condition 

i«x/«+ay«=a'A* ; (2) 

On exprimera que celte normale contient le point ( <x , ^ ) en écri- 
vant 

i'jj^r'— <i'a/+cV/=ro ; (4) 

de sorte que les pieds de toutes les^ normales issues du point ( œ »^) 
feront les intersections de la courbe (i) avec la courbe donnée 
par 1 équation 

i'^j:— a*a/+c'â^-j=:o . 

Les équations des tangentes à ces deux courbes au pohit (ar',y) 
sont 

h^x^x+(fyy=ia^V , 

sous les conditions (2) et (4). 

Pour exprimer que ces deux tangentes se confondent en une 
seule et mcnie ligne droite, il faudra écrire 



X 



c«7'+**^ yS c^a/'^a^m 



a^ c^x^y ' 6* c^x'^f * 
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254 DEVELOPPEES 

équations qui donneront a el ^ en or^ et /^ , et réciproquement^ 

Mais la relation (4) donne 

il viendra donc , en substituant , 

équations plus simples desquelles on tire 

ce qui donnera , en substituant dans la relation (3) , et réduisant , 



(?^H$-)=- 



^ualion connue de la développée de Tellipse dans laquelle a et ^ 
sont les coordonnées courantes. 

En changeant ces coordonnées en a: et ^ , et en posant en outre 

af et V étant deux nouvelles longueurs , cette équation preàd U 
forme 



(v)"+(f )"=' ' 



ce qui offre un rapprochement remarquable entre Téquation de 
la développée d'une ellipse et celle de cette courbe qui peut être 
mise sous la forme 
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(f)Mf;=-- 

Pour deuxième application nous choisirons nne classe de dë- 
yeloppées obliques dont Télude est indispensable au physicien ; sa* 
Toir: les cau$iiifues par réflexion* 

Nous supposerons que des rayons de lumière parallèles à une 
droite £xe , tracée sur le plan d'un cercle , viennent rencontrer 
la circonférence de ce cercle , contre laquelle ils se réfléchissent 
en faisant un angle de réflexion égal à Vangle d^incidence ; et 
nous chercherons à quelle courbe les rayons ainsi réfléchis sont 
langens. 

Soit r le rayon du cercle réflecteur, plaçons à son centre To- 
riginc des coordonnées, rectangulaires en dirigeant Taxe des :rpa* 
rallèlemenl à la direction commune des rayons incidens. En pre- 
nant {^\ X^ ) pour un point incident quelconque , nous aurons 

j:/'+/-=z=r* , (2) 

On trouvera aisément ensuite , pour Téquation du rayon réfléchi 
qui répond à ce point , 

(^' — /')(7-:rO=a^y(-^— ^0 K 

ou bien , en sipnplifiant , au moyen de la relation (3) 

2.rya:.-(jr^'— ^^V^ry . (3) 

Si l'on veut que ce rayon réfléchi passe par un point donné 
( a , ^ ) , on devra avoir 

2rry^|î(ar^— y*) = ry ; (4) 

de sorte que l'équation 
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esl celle (l'une courbe qui coupe le cercle donn6 aux points d'în- 
cicicnce de tous les rayons qui , après leur réflexion à la rencon- 
tre de ce cercle , vont concourir au point ( a , |3 ). 

Les dquations des tangentes à ces deux courbes , par le poiat 
{ ^^ i y ) i sonl 

Pour exprimer que ces deux droites se confondent en une seule , 
il faudra écrire 

équations qui donneront a et |J par x^ el j^ , et réciproquement. 
En les résolvant par rapport à a et ^ , on trouve 



ar» 



il en résulte , en faisant U9age de la relation (2) , 

«+P = îii = 4;^ * 



ou encore 



donc 



4 4 
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aSj 



«t , par tnite 



naia , de la râleur de j} , on tire ' 

ce qui donne, en sabsiituanf, 

ou bien, en cbangeant respectirenient a el ^ en x et T'i 

équation exactement la même que celle qui a éié trouvée par M« 
de St.-Lanrent , à la pag. i8 du XYII.™' volume du présent re- 
cueil f pour cetie de la causiîque par réflexion dans le cercle , et 
de laquelle on tirera les mêmes conséquences-» 

La théorie des racines égales peut quelquefois simplifier les re^ 
cherches qui nous occupent. Pour en donner un exemple , cher- 
chons à quelle courbe sont tangentes les droites menées par tou» 
les points d'une parabole , de manière à faire , dans le même sens , 
des angles conslans aviîc les normales en ces. mêmes pomts. Soil- 
Véquarion de la parabole dont il sagit 

y=7px , (i) 

on aura , pour un quelconque (^\f^) de ses points , 

y*=z2px^ r (2) 



Tom. XXL 
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L'cquation delà normale en ce point sera ^ comme Vi^ saît^ 



./ 



Sx Ton df^signe par / la tangente tabalaire de Tangle canstanl 
que fait Toblique avec la normale en chacun des poînis de lï 
courbe , et par T la tangente tabulaire de langle variable qu^ 
fait cette même oblique avec Vaxe dés x » on aura 

p 

de sorte que 1 équation de Toblique sera 

r-y^^'^i^-^') ' (3) 

Soit ( (t , |3 ) un point par lequel cette obliqij^e doîre passer 7 
on aura 

^y^ ^ («-^0 î (4) 

de sorte que Téqualion 

((r-/^)Cr— ^)-0^+r)(j:-a)=o ; <5)- 

sera celle d*une courbe coupant la proposée (i) en tous les poîntÉ 
où elle est rencontrée par les obliques issues du point (a, /))f » 
sous les conditions données. 

On pourrait présentement achever le calcul comme dans les exem*. 
pics précédens; j;nais ici , où , dans l'équation (i) , j: ne se trouve 
qu*i la première puissance , il est plus court d'en tirer la valeur 
pour la substituer dans cette dernière , ce qui conduira à Téqua* 
tion suivante , du troisième degré en ^ , 
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On yoh par là quç « généralement parlant , on peut , d'un même 
point ( oc , |î ) du plan de la parabole , mener à cette cpurbq Iroià 
obliques qui remplissent les condilions prescrites. Mais, si ce poini 
est un des points de la développée obUque dcmandfie , deux de 
ces obliques se confondront en une seule ; de sorte que Téquatipa. 
ci-dessus devra avoir deux racines égales. Or , on sait que , pour 
qu*une équation du troisième degré , telle que 

^y-+-i/'+9^+fl?=o , 

ait deux racines égales , il faut qu'on ait . . . ' 

appliquant donc cette condition à la formule ci-dessus , il viendra 

—[—2p'i(i^^a+p)+iSp'(^+ia)y ; 
Ou bien , en réduisant , 

<a{/>/'— 6(/;Î— «^;^) } { 2(t^—a^py^3pi(fi+toi)} 

Telle est donc la relation qui doit exister entre a et /} , pour 
que le point (a,^) soit un des points de la développée oblique 
demandée ; c'est donc là Téquation même de celte développée , en y 
considérant a et |3 comme des coordonnées courantes. 

Si Ton veut déduire de là Téquation de la développée ortbogo- 
nale de la parabole proposée , il sufBra de supposer /=:o, ce qui 
donnera , en changeant respectiyement a et |3 en \r et ^ , 
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équatk>D.rCoptittp,de la développée ordinaire de la paraboUi 

Si ,. après avoir divisé par /^ Téquation générale de la dévetçp*. 
pée oblique » on y suppose ei|suitc /:?3do , en changeant toujours 
« et .^ en .j; ^ f*: oa< retombera de nouveau sur fequaiioa 

^ ^^." '\ , ; f-^p^ K ' • , * 

delà parabole proposée, ainsi que cela doit être , pui'squ'alors 1é 
question revient à derhander quelle est la courbe qu'enveloppent les 
perpendiculaires à toutes tes normales à une parabole donnée. 

Le procédé que nous venons d*émployer , pour par irlenik*' à Yé^ 
qûalion de Tune des développées obliques d*une parabole , s'ap* 
pliquera cga le nie ni, sans dldicullé , à foute autre courbe dans Té- 
quatlon de laquelle Tiine des coordonnées n*entrera qu'au preoiier 
degré. Mais il hVn sera pas toujours de même dans le. cas où , à 
une même valeur de chaque coordonnée , répondront plusieurs va* 
leurs de Taulre ; car alors il ne suffira pas , pour exprimer que 
deux points dé la courbé se confondent en un seul, d'écrire que 
CCS deux points ont une coordonnée commune, L'équallbn eli a 
et |3 « qu*on obtient dans ce cas , peut donc iitors se trouver compli- 
quée de sofuiionj^ étrangères , dont il est préalablement nécessaire 
de la. délivrer. 

Pour (aire mieux comprendre celte difficulté , par un exemple 
où elle est facile à faire disparaître , noys reprendrons la ques- 
tion que nous venons de traiter; mais, au lieu d'éliminer :r en- 
tre les équations (i) et (5) , nous en éliminerons ^ ; ce qui , en 
supposant /=0 , conduira à Téquation du troisième degré en jp 

Si Ton exprime quç cette équation a deux racines égales, cela donnent 
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Enë^knl Ht deuxième facteur à réro, on obtient ; <;onime ci*dès- 
lus , rëqaaiion de la déyeloppëe'. Le premier faclenr i^aUé à'^éro 
donne Taxe des x , c*est*à-dlrc f Taxe même de la courbe. <^e der-- 
niër-résulrat pfouyafl aisément être prévu. Si,, en effet-, par deux 
points d'une parabole , pris sur une même perpendiculaire à ^on 
axe , el ayant conséquem'ment la même abscisse , on mène des 
npirmalcs à, cettc^cocirbe « ces normales concoi^rfon^ su;r f:;e même 
axe. On devrait donc trouver cette droite pour le lieu des points 
de concours des normales menées à U courbe par des^oîntsajrant 

, même absrisse , mais des ordonnées de signes contraires. 
'. Uq autre inconvénient , attaché à Temploi de la théorie desra* 
cines égales , c'est que » lorsque Téquat ion finaje, soit en x soit 
en /'t^cst d'un degré tant soit peu élevé, et complète , ou à peu 
près , la recherche de la conditiqn nécessaire pour que deux de 
ses racines soient égales , peut être assea^ laborieuse pour découra- 
ger tout à fait le calculateur , ce qui semble militer en faveur 
de la méthode , incomparablement plus simple , dont nous venons 
de présenter Tessai. 

Nous devons dire,, en terminant, que nous n*^ignorons pas que 
M. Poulet Dclisie , dans son Application de F algèbre -à la géométrie , 
publiée en 1806 , a déjà ensefgné à obtenir « par les sioiples élé- 

> ipens , le cercle osculatcur * et conséquemment le centré de cour- 
bure, pour chacune des trois lignes du second ordre ; d'où il est 
ensuite facile de parvenir a l'cqualion de la développée. L'auteur, 
pour parvenir à son but , exprime qu'un cercle passe par trois 
points pris arbitrairemrnt sur le périmètre de la courbe , et qu'en* 
suite cei trois points viennent se confondre en un seul ; ce qui 
établit un^ parfaite analogie entre la recherche du cercle oscu- 
bteur et celle de la tangente. L'idée de présenter une théorie 
purement élémentaire des développées n'est dope pas nouvelle ; 
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mais le procédé suivi par M. Dclislc n est applicable , comme on 
le voit , qu'aux seules développées orthogonales , tandis que le n6» 
tre , au contraire , s'applique, sans difBcullé , à la recherche des 
développées obliques , de qucltfue nature qu'elles poissent cire . 
cl conscquemment à.la recherche des caustiques , soit par réflexioD| 
soit par réfraction. 



A]¥ALYSE TR A1VS€E]«DA]%TE. 

Méthode pour la transformation d'une série 
quelconque , ou du rapport entre deux séries f, 
en une fraction continue équivalente; 

.Par ftf.. Le Barbier* 

Jl oua rendre plus facile. à saisir la méfhode de transformation 
que nous nous' proposons, ici de f^ire connaître , nous l'applique* 
rons d'abord à une suite . d'exemples de choix. . 

Soit d'abord la série 

I— 3x+5x* — 7a:'+9ar*r— iri:*-+"i3a:*— ; (i) 

t- 

en lui donnant l'unité pour dénominateur, on en fera une frac- 
tion ordinaire que Ton pourra ensuite, par un procédé analo^ 
gue à celui qu'on enseigne en arithmétique, convertir < en frac- 
tion continue , de la manière suivante : 

Divisant le dénominateur i par la série , on obtiendra le quo- 
tient I et le reste 
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3a:— 5jr*+7:r^—9:r*+iijr*— ...... , 

Avisant ensuite la série par ce reste , on obtiendra le quotient 
r^ et le reste 



Divisait le prewer reste par celui-ci , on obiendra le quotient 

*— *• et le Qouyeaù reste 
4, 



or»— a:r ' 4- 3j;* — 4^' -+• Sx^-^x^ + • 



Divisant enfin ravant-demier reste par celui-ci , on obtiendra le' 
quotient — — ^ avec un reste nul. En conséquence la série 
proposée pourjra être remplacée par la fraction continuf 



I 1 



quon réduira facilement à celle-ci 






laquelle reyient i la fraction ordinaire 



1— /v 



dont la série proposée «si en effet le développemifnt* ' 
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Soit , pour second exemple , la série 



I — 2X4- 3x*— 4^ + Sx*— 6x* + 7X*— . 



(a) 



en la traitant comme ta précédente on obtiendHi les quôtieni 
et les restes successifs dont U tableau suit: 



1 

-4 

I 
2X 



1 — 2x+3a:* — ^a:^+5x^ — Sx^+'jx^ — 8:r^+ ; 

2x — 3x^+^x*^5x^+6x^ — 7a«+8j;'— , 

-ix+io;*— |f'+|j;*— ij:^+|r«— 1x7+.... . 
x'—2x'+3ar*—4x^+ 5x^—6x7 +..,.!.. ; 

4 

o ; 



ce qui donnera » pour la fraction continue ëquiyalente , 



1 
— 1 



s« •"4 •+" 



I 

2ÇÊ 



OU bieofc 



-f 



— 99 

a4-j ; 



laquelle revient à la fraction ordinaire 



(t+xy 



dont la série proposée est en effet le déyeloppcment. 
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Soit , pour troisième exemple , la série 



265 



en la traitant comme les précédentes , on obtiendra les quoliens 
et les restes successifs dont le tableau suit : 



I 
Sx 

iL 
'7 
i6 
Sx 



H-Sx+gx'+iSor' 4- 17^* -4-2107* -4-25^^+29:1^7 + ... 
— 5a: — gx' — i3a:^— 17a:* — 2io:*-^25ar*— agx'— %-., 

+llar+i^a;'+ll^^+Ua;»+î£.x^+il;r«+i-lJ:a-7. 



a;*+Mr'+3a:*+4^^+5jr*+6a:' + , 



ce qui. donnera, pour la fraclion continue équivalente, 



t 

T + 



I 
si 



16 — 



qu^on réduira facilement a celle-ci 



- Sx . 



5 — 



laquelle revient a la fraction ordinaire 

i+3x 

dont la série proposée est en effet le développement, 
Te m, XX f. 
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Soit encore la série 

4:r4-i5ar'-+-40J:'+85x»-Hii'Ga-*+259X«-t-400J:'-|-58Sx»-|-... ; (4) 

en la traitant exactement cottiine les précédentes , on trourera 
pour sa fonciion gcacralrice la fraction rationnelle 

x(i+-T.»X4-a;) 

Ces exemples suffisent pour faire voir que ce procédé , fondé 
sur la recherche du plus grand commun diviseur entre Tunilé et 
une série proposée , offre une méthode directe, et très-élémenlaîrc 
pour sommer toule suite infinie do?it la fonciion génératrice est 
ralionnelle; méthode différente de celle d'Iîu'er , ir^diquée par M, 
Lacroix dans son Traité de calcul différentiel et de calcul intégrai. 
( Deuxième édition , tom. III , pag. 344 )• 

Le même procédé peut être également employé à transformer 
une série quelconque en fraction continue. 

Sbît d'abord la série 

, 1.3 „ 1.3.5 - 1.3.5.7 , 1.3.5,7.0 - ,^. 

^* ^ 2.4 ^ a. 4.6 ^ 2.4.6.8 ^ 2.4.6.8.10 ^••••' V^> 

que Ton sait être le développement de la fonciion 



V^ï^^ ' 



si l'on cherche le plus grand commun diviseur entre Tunilé et 
celte série , les quotiens et les restes successifs seront tels qu on 
les voit dans le tableau suivant : 
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367 



a 

X 



a 

X 



a 

X 



a 

X 



I i.3x* 

• 2.4 


+ 


1.3 5»' 
a.4.6 


1.3.5.7** 
a.4.6.8 "^ ' 


I 1.3»» 

a 2.4 


— 


a.4.6 


1.3.5.7.** 
a.4.6.8 "*" ' 


1.2 lart» 

1 <t* 


— 


900,» 
a.4G.8 


84o.i* 
2.4.6.8..0 ■*" ' 


2.4 ** a.4.6 


6x* 

"^ 2.4.6 


+ 


Sort* 
3.4.6.8 "^ 


63oa:4 
2.4.6.8.10 


24^' 


+ 


36o*î 
a.4.6.8 "'' 


5o4oa* 


2.4>6.8.io.ia 






laox^ 


aSaoa* 






3.4.6.8.(0 


a4*6.8.io.ia 






7202;* 


20l6o.X* 






a.4.6.8.10.13 


2.4.6 8.10.12.l4 




. r* ..? 




5o4ox* 


' 


2.4.6.8.10.12.14 

I 



d'où résultera 
1 I 


I 


4- 


I 
a - 


I 


+ 


a - 


1 


1/ « «. "^ « _ 




r l^x I - 


a; 


1 


' 


-^^ 

o; 


I 


1 


a 



Oa bien encore 
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I « 

-= = — X 

|/i— a; I ^ 

En changeant le signe de a:, cela donnera 



I 



2 +. 



Sî ,.par exemple , on suppose X55 2 , celte dernière formule donnera 

I I 

73-7 + ^^^ 

a + 



Soil la série trcs-divergcnte 
I - i.2ar4-«/2. 3a;'— 1.2.3. 4-aî''-f-i. 2.3. 4'5a:*— 1.2.3. 4'5.6:r^+.,. (6) 

que Ton a vu , à la pag. 8i du présent volume » être le déve- 
loppement de la fonction 

t 

en la traitant de la même manière , on trourera 



i.aoi 21 -4 



2 3x ^ 3 +~ 



+ T 



ou bien encore 
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Si ^ dans la série , on pose ^=1 , il viendra 

I---I.24- 1. «.3— i*2.3.4-Hï«2.3.45---i.2.3. 4. 5.6+ 1.2.34*5.6.7--....... 

f 

I H ,3 / 

fraction coniinue q^ii est convergente; car, en formant Içs rédui- 
tes successives , on trouve 

II 5 S17 7 67 55 

3 1 i3 9 37 17 167 209 

fractions allernativemcnt trop grandes et trop petites , mais qui 
convergent vers la véritable valeur de la série « qui est comme Ton 
sait ( Voy. Touvrage cité de M. Lacroix^ tom. III, pag. 348) , 

. o,4o365263. ...... 

Pour transformer la série 

or— i.a:*+i-2Ji'' — i.2.3x*-+-i .2.3.4-^ — i.2-3.4-5x*+ (9) 

en fraction coptÎHUç, Eulcr , en représentant cette série par A , 
pose Az=: , il en conclut 
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x..3x*4.t.a.3a;'-~i.a.3.4a.t4-i-3-3 4'5a,*4- 



B=' 



f 



il pose de nouveau jB= ^ , d'où il lire 

^ i + C 

-, a:-— 4x*+i8.r^— 96x4+6ooa;5— 4320X^+ 

il pose ainsi successivement 



i+i? ' i+C ' i+D ' i+£ ' i+F 



» •••' 



ce qui lui donne finalement , comme on peut le voir dans Tou* 
yrage cilé ( pag. 892 ) où tout le calcul est développé , 



»r— i.a:'+i*2.r'— 1.2.3a:* 4- 1.2.3. 4a:^-!« 1.2.3. 4«5,r^+. 



X 

— . X 









£n posant a:=i , on a 

I— 1 + 1.2— -1 •2. 3+ 1.2. 3.4— ï •2.3.4. 5-f-...'; 



I 



•+7+i+.l 

ce qui donne les réduites successives 



I ■^.... 4 
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EN FRACTIONS CONTINUES. ^71 

I 1 a 4 8 10 44 '34 

I 2 3 7 i3 17 73 âog 

fractions alternativement plus grande et plus petite que la râleur 
de la série , mais convergent sans cesse vers cette yaleur. 

On sait que , i étant la base du syslème de logarithmes de 
Néper , on a 



* I i.a 1 a.3 



x^ 



i.a.3.4 "^ i.a.3.4.5 ^' 



On en conclut 



4-^4- —-4- ^ I ^* j, 
^"*" I "*" i.a "*" 1.1.3 "*" i.a.3.4 ^ 



^— I 



V + 7T 



r:3 



i.a 



i.a.3 



+ 



a;* 



i.a«3.4 



■+"•••• }• 



En opérant sur la fraction qui forme le. second membre de cette 
équation , comme on le fait dans la recherche du plus grand com- 
mun diviseur , on tiour/era successivement les quoliens et les restes 
contenus dans le tableau suivant : 



a 


X 


a;» 


X 


I 


i.a 


6 




JC» 


X 


i.a.3 


10 






X 






M_ 






X 






18 






X 







4- 


X^ 

i.a.3 


+ 


axî 


I a.3.4 


_!_ . 


2X' 



x.a.3 4.5 



+ 


• x^ 


+ 


1. a.3.4 


-h 


Sx* 


+ 


i.a.3.4.5 


1, 


6a;* 


+ 


' . 


.2.3.4.5.6 


+ - 


6a;* 


-+ 



1. a. 3.4.5 

4*5 



+ 



1.2.3.4.3.6.7 



i.a.3.4.5.6 
i.a.3.4.5.6.7 

2^^ 

1.2.3.4.5.6.7.8 

243>t 

i.a.3.4-5.6.7.8.g 



4-... 



T". f • 
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d'où on cotïclura le développement que voici : 

* *o 4- — 



et , par suîtc ; 




e'-^i 


I 


t^'+i 






X 


pu Bien encbre 









r 
a; 



"+Û+4+- 



£n. posant :r=:i , on tire de là 



ce qui donne les réduites successives 



JL ^ Il 8Gq i554i 3^2762 

a ' i3 ' lia ' ]86i ' 3363o ' 741721 ' "" 
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dont la dernière donne la valeur de 






avec douze chiffres dé- 



cimaux exacts. II est facile ensuite d'en conclure la valeur de e. 

Appliquons encore notre procédé au développement de Tang.^ 
en fraction continue. On a 



it3 



Tang.:r = 



Sin.3; 



■^ + 



Cos.a 



.2.3 4 5 I a. 3. 4.5 (5.7 



a;4 



1 2 la. 3 4 1.2.3.4*5.6 



+... 



En cherchant, comme ci-dessus, le plus grand commun diviseur 
des deux termes de la fraclion , on trouvera les qaolicns cl les 
restes successifs tels qu'ils se présentent dans le tableau suivant : 



3^ 

X 



5 
% 



1_ 

X 



+^ 



i.a 



Xk 



X' 



1.2.34 
0.5 



1.2.34.5.6 



+ 



i.a.3 i.a.3.4.5 1.2.3.4 5.G.7 



4*4 



G.t« 



1.2.3.4.5.6.7.8 

a9 

1.2.3 4 5.6.7.3.9 



I a,3 • 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 6.7 1 a 3.4.5.6.7 8.9 



x^ x5 

1.3.5 ■*" 5.6.7 "^ 

ax* x^ . 

+ 5.67~ 5.6.79 '^' 

0,5 



1X1 



5,6.7.8.9 



- +• 



5.679 



d'où on conclura 
Tom. XXI 
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Ta.>g.j;=Y 



a; _2- I i- 

* -2.+. 



ou bien encore 



a;Tang.x'=: — rc« 

7--_ii 

•^ Il .... 

Il ne faut pas perdre de vue , dans les applîcaûons de ce dévc- 
loppemcnl , qu'ici le rayon est pris pour unilé. 

M. Logcndrc , dans les notes de sa Géomélrie , parvient à un 
pareil résultat par une méthode fort élégante , mais qui est par- 
ticulière à ce genre de série. 



Pour dernîej^ exemple , prenons la formule 



T / I • \ ^ a» a;3 a* t* a;« 

Log(i+x)=---4-j--- + -5— g-+ 



En opérant sur la série qui forme le second membre, comme nous 
l'avons fait dans les autres exemples , c'est-à-dire , en cherchant 
son plus grand commun diviseur avec Tunité , les quotiens et 
les restes successifs seront tels qu'on les voit ici 
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I 

X 

a 
1 

ce 

st 

A 

5_ 

X 

a 

T 

X 



T"" 7"*" 3 4" "^ T ~ T"*"' 



6 7 :to i5 






T 5" ^ 5 "^ ai "^^"^ 



"" "3^ "âT ' "35 84 






0,* x5 

+ -r +. 

140 70 



a* 



70 



ce qui donnera 
Log.(i+a:)=-^ 






3'+'. 



X ^ 1 



OU bien encore 
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J.og.(i+.r)=-^- jL ^ 



^^ j; -4 



5 +-7-+'^. 4. , 

9 +— +^. 

Il •!■..• 

Si , dins ccUe formule , sou8 sa première forme, on change x en 
— , elle deviendra 

X 



ou bien encore 



^•(■^)=T+i^j. , 



a -+- c„ . 3 



3a; H . a 

a 4- — , j* 

a + 

9^ 



70; H — ^ , 4 



Il nous sera présentement facile de généraliser le procédé dont 
nous Tenons de donner de» exemples. Soil la fraction 



6+^x+^'a;»+d/"d;3+^"''a;4+.... ' 



en divisant le numérateur par le dénominateur , ne prenant que 
le premier terme du quotient , et posant , pour abréger , 
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EN FRACTIONS CONTINUES. a^^ 



b 
bcx^ab" 

b 






=^, 



r// 



on aura 



fl+a'^+û''«*+û'''a?5+—-» ^ 



c+cfx+cffx*+dffx^+.,„.. 
Par un semblable calcul , en posant , pour abréger » 



c 

c 
cU^-^bd" 



■=rf, 






:J^/; 



on aura 

b+Vx+l"x^Vffx^+ b X 

i/+(i'ji;+J"a;^+(/''/a;3+ 

En posant semblablement 

z — =^» 
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a:& TRANSFORMATION DES SERIES 



d 
d 



=e' , 



^ef' y 



on trouvera 



el ainsi de suile ; ce qui donnera finalement 



^ 6+^x+i/^a;H^'"*^+ ^ + T 



b » 

7 7 £ 

f 



et , par siii'te , 

b "^I 






ce qui revient encore à 



b+lfx+b'fx^+l/'fx^+ abss 

UX» ' — — — — ■— bcx 

b + — des ^ 

j H i 
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Pour montrer, par un cxcmplct Tapplication de celte formule gé- 
nérale , nous reprendrons la série (9) , traitée par Eulcr , c'est- 
à-dire , la série 

«— i.af»-+«i.ax5— i.a.3jr*4-i/a.3 4«5^i.a.3.4«5jr*+'»**3 4-5.6x'— 

Nous aurons ici 



a±i , fl^=o , a^'=o , flW=o , a^w--o , , 

b=i , b'=—i, b^'=2, i///=—6, A"^':=24, ; 

il en résultera 

C— r =+t t d= ;; = + I , «= ^ =+2 , 

b c a 

d— ~ =—2 ^ //'= =—4 t ef— ; =—12 , 

h c d 
cf'= r = 4-6 , df^^ = + i8 , tff=z- ' = + 72 , 

e"'= 7 =—22 , <? = =—36 . e"'= ; =—480, 

o c -a 



ce qui donnera , en substituant , 

X 

jc— i«M-i.2x3+i.a,3«*+i.a.3 4**— = "a- * x 

' I H 2« 

l H . '^^ 

i H , . 

comme Euler Tavail trouve. 

Nous nous proposons , dans un second mémoire , de revenir 
de nouveau sur ce sujet. 
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38o QUESTIONS PROPOSÉES. 

QUESTIOI^S PROPOSÉES. 

Théorèmes de géométrie. 

Par M. Aimé* 

I. JLiiE Itcu des sommets de tous les cônes droits circonscrits à 
une mcme ellipse est une hyperbole qui a pour foyers. les som- 
mets et pour sommets les foyers de Tellipse , et dont le planesl 
perpendiculaire au sien. 

II. Le lieu des sommets de tous les cônes droits circonscrits à 
une même hyperbole est une ellipse qui a pour sommets les foyers 
et pour foyers les sommets de Thyperbole , et dont le plan est 
perpendiculaire au sien. 

IlL Le lieu des sommets de tous les cônes droits circonscrits 
à une même parabole est une autre parabole qui a pour foyer 
le sommet et pour sommet le foyer de la première , et dont le 
plan est perpendiculaire au sien. 

IV. La somme des distances du sommet d'un cône droit cir* 
conscrit à une ellipse ou à une lîyperbole aux deux extrémités 
d'un diiimèlre de la courbe est constante. 

y* La somme des distances de chacun des points d'une ellipse 
aux sommets de deux cônes droits qui lui sont circonscrits , est 
constante. 

VL La différence des distances de chacun des points d'une hy<- 
perbole aux sommets de deux cônes droits circonscrits est cons* 
tante. 

VIL La dislance de chacun des points d'une parabole au som* 
met d'un cône droit circonscrit est égale à la distance de ce sou. ^ 
met à un plan fixe. 
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ARITHMÉTIQUE. 

Sur Terreur qu^ entraîne V interpolation vulgaire 
dans Vusage des tables de logarithmes ; 

Par M, Baay , professeur de physique au Collège royal 

de Charlemagne. 

\X\X^\X\AX)i\X\X\X\\t\\X\!\X^ 

Un sait que Terreur inséparable de l'emploi des parties propor* 
tionnelles , dans les calculs par logarithmes , a été calculée par 
Bertrand , de Genève , qui , pour parvenir à son but , est parti de 
la formule du binôme , étendue au cas de l'exposant fractionnaire. 
Il ne sera peut-être pas inutile , pour ceux qui commencent l'é- 
lude dé l'algèbre , de montrer ici comment on peut apprécier l'er- 
reur dont il s'agit , en se fondant sur les séries logarithmiques. 

I. Supposons d'abord qu'il soit question d'assigner le logarithme 
qi|i répond à uo nombre donné. Soient n et /»+i les deux nom- 
bres consécutifs des tables qui comprennent le nombre donné , et 
n-f-^ ce nombre , x étant une fraction ; soit y ce qu'il faut ajou- 
ter à Log.n , pour obtenir Log.(n+^) ; suivant le procédé élé- 
mentaire d'interpolation , on calculera jr par cette proportion 

I ; Log.(/i-{-i)— Log./i : : jr :/5=ar{Log.(/i+ i)--^Log.n} ; 

Ainsi l'erreur commise est la di£Férence qui existe entre les deux 
sombres 

Tom. XXI, 71.® 10 , i/' wril i83i. 3/ 
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Log.(y»-H^) — ^Log«n , 
4r{Log.(n-M) — ^Log.«} . 
Or , en représcnJan» par Jlf le module des tables vulgaires , on a 

Log.(/i-f.v)-Log.n=:Log.^i + -^/)=:i»/( 7~'£l+ £r— -) ♦ 

•{Log.(n+i)-Log.h)=arLog.(,+ 7)=-«^(~ — ^+ ^— -)' (A) 

Si l'on rctraflchfi membre à membre ces deux équations Tune de 
Taulre , on trouvera ^ en réduisant , ei en désignant par ^ Terreur . 
commise « 

il I a/1 3/1» 4n^ 6/i* J ^ ^ 

Celte série étant convergente ^ et ayant ses termes altcros^tiyemcnt 
positifs et négatifs , il eu résulte qu'on a 

AIx I*— 03 

f< — . — ' ; 

n an 

et , puisque 3f est <;,!-, et que le maximum de s(l'^x) est j , 
il 4în rés.ulte qu'on doû avoir , a Jortiori , 

ib /ï» 

II. Supposons présentement qu'à Tinverse il soit question d*às^ 
êîguer le nombre qui répond à un logariihme donné. Soient net 
n-f-i les deux nombres enliers consécutifs qui interceptent le nom» 
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bre demandé n+jr ; on déterminera U valeur approchée z de la 
différence a: par la proportion 

On aura donc » en désignant par c^ Terreur commise 

Log.(. + --^ Log.(i+-.j 

Cela donne , au moyen des formules (A) et (B): 

X f I— gî 1— j;« I— x' 1— rc* V 



If 1 1 

B an»' A#ts Àn3 ' 



» an*' ia* 4/»^ 

De là oa conclura éiridemmenl 



% I- 





I 1 

1^ an* 


ou y en réduisant ^ 






an— 1 


et , a fortiori^ 






./^ ' 



Ceci suppose , au* surplus , (|ue les logariilimes tabulaires sont par# 
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faitement exacts , et que conséquennnent îl en est dé même des 
valeurs de ^ et de z , ce qui n'a pas lieu réellement. Pour Té- 
valualion de Terreur totale , due à Tinexactilude de I9 proportion 
et à celle des logarithmes , on peut consulter une note de M* 
Vincent , insérée à la pag. 19 du XVL""* volume des Annahs , 
ou dans la 7.™* édition de VAlgèbrc de M. Reynaud» 



OPTIQUE. 

Tissai théorique sur les couleurs accidentelles ; 
Par M. Gergonne. 

M\J\rV\A(VV\V\/\!V\/\\\%.'V\/\ 

tl *AI déjà insinué , en plus d'un endroit de ce recueil , qu'au point 
où les sciences sont présentement parvenues, et encombrés comme 
nous le sommes de vérités de détail , un de nos besoins les plus 
pressans et les plus impérieux est beacoup moins d'en accroître 
encore le nombre que de rapprocher ces vérités les unes des au- 
tres , de les comparer et de les grouper suivant leurs analogies et 
leurs différences « et d'essayer ensuite de les remplacer par un 
moindre nombre de vérités plus générales , qui en soient une sorte 
d'abrégé , et desquelles elles puissent toutes êtres facilement dé- 
duites* Ce n'est , en effet , que par un tel artifice que l'esprit 
humain , borné comme il l'est » peut se promettre de n'être ja- 
mais arrêté dans la culture du champ des sciences , dont Yé^ 
tendue est tout- à-fait sans limitai 

On ne saurait donc vouer trop de reconnaissance aux hommes 
qui consacrent leurs méditations et leurs veilles , non à faire des 
découvertes nouvelles , mais à rattacher à quelques principes gé- 
néraux et peu nombreux , ou même à de simples hypothèses , les 
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découvertes diverses dues à leurs devanciers. C*est , par exem- 
ple » d'un service de ce genre que nous sommes redevables au 
docteur Weels. Avant cet ingénieux physicien , les phénomènes 
auxquels donne naissance la formation de la rosée avaient de quoi 
nous décourager par leur nombre , leur variété et leur apparente 
bizarrerie. M. Weels a posé quelques principes fort simples , et 
dès lors il a pu nous être permis de soulager notre n^moire de 
tous ces faits de détails dont elle était surchargée , bien certains 
de les retrouver à volonté , comme conséquences rigoureuses de 
ces principes , et même de deviner , i l'avance , sans aucun ef- 
fort d^esprît , ce qui devrait résulter dç tel ou tel concours de cir- 
constances dont la nature n*aurait encore jamais offert la réunion 
aux regards de Tob^ser-vateur. 

Il est en physique des phénomènes d'un autre ordre qui n'of- 
frent pas moins d'intérêt , et qui ne sont ni moins nombreux ni 
moins variés ni moins bizarres , en apparence , que ceux qui nais- 
sent de la formation de la rosée ; ce «ont les phénomènes que 
Buffon a , je crois , désigné le premier sous le nom de phénomè^ 
nés des couleurs accidentelles , et qui seraient peut-être plus exac- 
tement caractérisés par la dénomination de phénomènes des cou^ 
Uurs. apparentes ou relatives. Ces phénomènes ont été particulière- 
ment étudiés par Léonard de Vinci , Jurin , le P. Seherffer , Buf<> 
fi>n , Beguelin , Œpinus , Prieur , Meusnier , Hassenfratz , Rum- 
fort , etc. , qui les ont très-eicactement ^lécrits , soit dans les col- 
lections académiques « soit dans des traités spéciaux ; mais oh ne 
s'est que faiblement occupé de leurs causes et du principe com*- 
mun auquel ils viennent tous se rattacher , et encore ce qu'on 
en a dit , par occasion , est-il présenté avec une sorte de septi- 
cisme qui permettrait de croire que ceux qui cherchaient à re-« 
monter à la cause première de cts phénomènes n'avaient pas eux- 
mêmes une foi bien entière dans les explications qu'ils en pré- 
sentaient* 

Dans les premiers temps où j'enseignais la physique » ce n'était 



Digitized by 



Google 



286 COULEURS 

pas une petite affaire pour moi que de fixer , dans kna mémoire , 
de tous temps très - rebelle pout des faits sans liaison , une si 
grande yariëlé de résultats en apparence si incohérens entre eux , 
et je jugeai qu'à plus forte raison Tauditoire « deyant qui je les ex- 
posais^ en retiendrait fort peu de chose. Je fus donc sollicité par 
ma paresse à réfléchir sur les explications qui en avaient été 
hasardées ^ et je ne tardai pas à juger que ces explications » bien 
saisies , méritaient plus de confiance que leurs auteurs ne pa« 
raissaient leur en avoir accordé. Dès lors je vis^ quVn ou deux 
principes » bien éyidiens , suffisaient pour me diriger sûrement dans 
ce qui, jusque-là V m'avaât paru tM» dédale ; et présentement, de 
toutes les. paslies de Toptique , celle qui concerne les couleurs ac- 
cidentelles me semble la plus facile à enseigner. Je vais expli- 
quer ici dé quelle manière je Tenvisage , c*est-à-dire ,. écrire à peu 
près la leçon que' j'ai pri» le parti de faire sur ce piquant sujet» 
Je suivrai d'ailleurs une marche synthétique , c'est-à-dire , qu'au 
lieu de décrire d'abord les phénomènes , pour remonter ensuite 
à leurs causes , jt poserai « au contraire , quelques principes des- 
quels ces phénomènes se déduiront ensuite comme de simples co^ 
rollaires. On peut remarquer , en effet , que , bien que depuis 
environ un demi-siècle ^ l'analyse soit fort prisée par des hommes 
même qui , pour la plupart , ne savent pas trop bien , peut-être , 
en quoi elle consiste , il est nne multitude de circonstances où. 
la synthèse lui est de beaucoup préférable {*). 

Pour rendre plus simples les développemens dans lesquels je 
vais entrer , je supposerai constamment qu'il n'existe que troi» 
couleurs primiiit>es , le rouge « le faune et le bleu qui , mélangées 
ou combinées deux à deux , produisent trois autres, couleurs qu'on 
peut appeler secondaires , savoir : le t^ert \ le piolet , V orange'; et 



O Voy* 1 ^^ ««1* » la pag. 345 du tom^ VII.^ du présent recaeik 
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qae le mélange ou la combinaison des trois couleurs primitives » 
dans de convenables proportions , produit le blanc ; tandis que 
de Tabsence absolue de toute lumière résulte le noir qui en est 
Vopposé. J'ai prouve , en effet , à la pag. 228 du X.™^ volume du 
présent recueil , qu'il ne résultait pas invinciblement des expé- 
rîeaces de Newton que les couleurs primitives dussent être au nom- 
bre de plus de trois , et la pratique des arts n*en reconnaît pas 
4a¥ant;ge» Il n'y aurait , au surplus , que très-peu de modifica- 
tions à faire à la tbéorie qui va être développée , si l'on voulait 
absolument admettre plus de trois couleurs simples^ 

Il y a entre Les couleurs primitives et les couleurs secondaires 
cette différence es^ntielle que les premières sont absolues , et non 
susceptibles de plus ou de moins , tandis que » suivant les pro- 
portions variées des composans , il existe , entre deux couleurs pri- 
mitives données , une infinité de nuances d'une même couleur 
secondaire » allant de la première k la seconde par une dégrada- 
lion continue* Ainsi , il n'y a pas , . à proprement parler , diffé- 
rentes sortes de rouges , differeales sortes de jaunes , différentes 
jn>rtes de bleus ; mais , entre le jaune et le bleu , par exemple , 
il peut y avoir une infinité de nuances de verts , tirant plus ou 
moins sur l'une ou sur l'autre de ces deux couleurs • 

Ce qui vient d'être observé , relativement à deux couleurs pri- 
mitives , peut iêtre également appliqué an blanc et au noir , en« 
tre lesquels on peut concevoir une infinité de ^m, plus-où moins 
clairs., plus ou moins foncés* 

On peut même dire de toutes les autres couleurs , soit simples , 
soit cDU>posées , ce qui vient d^êlre dit du blanc* Une Couleur 
quelconque que Ton combine avec plus on moins de blanc , en 
devient ainsi plus ou moins pâle ^ tandis que, si Ton en dimi-. 
nue gr.adueUement la lumière , elle deviendra de plus en plusybn* 
céfi. Ainsi ^ au lieu de passer du blanc au noir par une suite de 
gris , on peut y passer par une suite de roses, d'abord très-pâle ,- 
«t ensuite de plus en plus sombres ; et c'est à peu près ce qui 
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arrive au' fer mcandescent , à mesure qui! se refroidit* C*est aoii& 
cette reslriciion formelle qu il faut entendre ce que j'ai dit ci-dessus , 
sur la différence qu'on remarque entre les couleurs primiliTes et 
les couleurs secondaires. La Térité est qu'il peut fort bien exister 
une infmiié de nuances de chacune des premières entre le blanc 
et le noir ; mais toutes ces nuances sont toujours la même na- 
ture de couleur (*)• 

Dans tout ce qui va suivre , je dirai » avec tous les physiciens , 
que deux couleurs sont complémentaires Tune de l'autre lorsqu'el*- 
les seront de nature à produire le blanc par leur mélange ou com^ 
binaison. En conséquence « en ne considérant simplement que les 
couleurs primitives et les couleurs secondaires , les couleurs com- 
plémentaires l'une de Tautre seront : 

Le ROUGE et le vert , 
Le JAUTiE et le violet ; 
Le BLEU et I'orauge. 

Dans tout ce qui précède et dans tout ce qui ya suivre\ il ne 
saurait être question que de ce qui se passe chez les personnes 
qui ont la yue parfaitement saine. De même , en effet , qu'il est 
beaucoup de personnes incapables d'apprécier , dans les sons , la 
diSiérence du grave à l'aigu , ou ce qu'on appelle l'intonation . 
et pour l'oreille desquels il n'existe , pour ainsi dire , quedeâ 



(*) n résulte de tont ce qui TÎcnt d'être dift qu'avec du blanc , do jsune , 
du rouge I du bleu et du noir , bien purs » non susceptibles de se combiner 
chimiquement , on peut parvenir , par dts mélanges dirers , à imiter par(aî« 
Tement toutes les teintes variées que Tart ou la nature offre à nos regards ; 
et c'est ce que les peintres savent parfaitement. Le blanc serait même su* 
perQu , si nous pouvions , avec nos poudres grossières , le faire résulter des 
^uleurs primitives , comme on le fait , au moyen d'une lentille , avec les 
couleurs do spectre 



Digitized by 



Google 



ACCIDENTELLES. 289 

gons forts et des sons faibles , on en rencontre aussi quelquefois dont 
l*œil ne distingue , dans les couleurs , que du clair et du foncé , 
et qui ne conçoivent pas , par exemple , qu'il soit plus facile dV 
percevoir des cerises sur un cerisier que des olives sur un oli- 
vier. II est manifeste que, pour des personnes organisées de la sorte , 
tout ce que nous écrivons ici doit être complètement inintelligi- 
ble (*). 

Ces préliminaires ainsi établis , nous allons poser deux princi- 
pes généraux que chacun pourra aisément vérifier par sa propre ex- 
périence, et dont le second n'est même, à proprement parler , qu'une 
conséquence forcée du premier. On verra ensuite tout ce qui con- 
cerne les couleurs accidentelles s'en déduire sans effort. 

Le premier de ces deux principes consiste en ce que Vacilon 
continue , ou même fréquemment répétée , de quelque objet extérieur 
sur tun quelconque de nos organes , finit par le blaser sur timpres^ 
sion quil en reçoit , au point dy devenir presque entièrement in-- 
sensible. 

Les preuves d'expérience se présentent ici en foule , etnousu'^a* 
Tons , en quelque sorte , que l'embarra-s du choix* 

La première fois qu'on porte immédiatement un vêtement de 
laine sur la peau , on en est d'ordinaire singulièrement incom- 
modé , on éprouve des démangeaisons fort gênantes ; mais avec un 
peu de persistance on en vient bientôt à n'y plus faire aucune 
attention* 

Le palais des personnes qui font habituellement usage d'alimens 
peu sopides esl vivement affecté par des mets dont l'assaisonnement 



Ç^) «Tai souyent pensé que Descartes , qui prétendait cipliqner la diTershé 
des couleurs par une plus ou moins grande iniensité de lumière , devait étra 
affecté de quelque vice or^anii^ue du g^enre de celui que je viens de mea- 
lionne r» 

Tom. XXI. 3a 
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esl tant soîl peu relevé ; tandis que celles (juî , au contraire , se 
âOfii habituées , de longue main , à des alimens d^un très-haut goût, 
finissent par les trouver insipides* 

Lorsqu'on entre dans le magasin d'un parfumeur ou d<ins une 
pharmacie , on est trcs-vivement affecté de Todeur des parfums ou 
des drogues qui y sont Étalés , tandis que les personnes qui sont 
}à tout le jour, pour servir le public, n'y font aucune attention. 

Le bruit d'un moulin ne trouble aucunement le sommeil du 
meunier qui se réveille subitement , au contraire , aussitôt que 
le bruit cesse. 

Enfin , la première fois qu'on fait usage de lunettes vertes, tous 
les objets qui sont à la portée de la vue semblent se revêtir d'une 
teinte verdâtre qui parait s'évanouir graduellement par un usage 
prolongé de cet instrument. 

Le second principe que nous établirons , et qui , comme nous 
l'avons déjà annoncé, résulte tout naturellement du premier , c'est 
que , si un organe reçoit simultanément deux impresêions , sur tune 
desquelles il soit déjà blasé « // ne sera sensible quà celle-là seule^ 
fnent qui sera nouvdle pour lui. ' 

Ainsi , par exemple , si , outre la pression atmosphérique qui 
agit sans cesse sur tous les points de la surface de notre corps , 
pous recevons l'impression d'un vent léger, ce vent nous affec* 
lefa comme s'il agissait seul , et que la pression atmosphérique 
fût tout à fait nulle. 

Que quelqu'un, après avoir tenu long-temps dans sa bouche de 
l'eau de fleur d'orange , y introduise ensuite un mélange d'eau de fleur 
^'orange et d^cssence de girofle , la saveur dé ce dernier liquide l'af* 
fcctera seule , et celle de l'autre $era pour lui comme non avenue. 

Si , dans une chambre fortement parfumée de lavande, on vient 
A présenter à quelqu'un , qui l'habite depuis long-temps , un sachet 
rempli de lavande et de thym , l'odeur de celte dernière plante 
Taffectera seule ; il ne sera aucunement sensible à l'odeur cle l'autre» 

Quelqu'un <jui habite si^r le rivage de la mçr ou dans le yoU 
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sinage d'une chule d'eau , s'accoutume bientôt au bruît des va* 
gucs ou à celui du liquide qui s'écoule , et parvient ensuite à sai^ 
sir facileoient le plus léger bruit difTérent de celui-là. 

Si , tandis que quelqu'un porte attentivement ses regards sur 
un grand carton d'un rouge tiès-yif , exposé aux rayons du so-* 
leil , on vient à jeter subitement sur ce carton Un ruban violet , 
ce ruban lui semblera bleu, attendu que , blasé sur l'impression 
du rouge , par la contemplation du carton , son œil ne verra , dans 
le violet du ruban , mélange de rouge et de bleu , que la dernière 
de ces deux couleurs ; le ruban lui paraîtrait rouge , au contraire , 
si le carton était bleu. Dans cette nouvelle hypothèse , si l'on je- 
tait sur le carton un ruban Tert , ce ruban seaiblerait jaune au 
spectateur ; ce même ruban lui paraîtrait bleu , au contraire , si 
le carton était de couleur jaune. Dans jcette dernière hypothèse , 
un rubao orange , jeté subitement sur le carton , lui paraîtrait 
rouge; ce même ruban lui paraîtrait jaune, au contraire, si, 
comme dans la première hypothèse , le carton était de couleur 
rouge. Dans tous ces différens cas , la couleur du ruban est com^ 
posée de la couleur simple du carton , sur laquelle l'œil est blasi 
et d'une autre couleur simple y par laquelle seulement l'organe 
peut être affecté. 

Il ne faudrait point être surpris, au surplus, si les expérien- 
ces de ce genre ne réussissaient pas également bien à toutes sor-» 
tes de personnes , ni même à la même personne à différentes épo^ 
ques ; il peut très-bien se faire , en effet , que d'individu à in- 
dividu , il y ait différences assez notables dans le temps nécessaire 
pour blaser un organe sur une impression qu'il reçoit, et les mê^ 
mes différences peiîvent exister , d'une impression à une autre , 
pour le même individu , à la même époque , tandis qu'au contraire, 
chez le même individu , Tàge ou d'autres circonstances peuvent 
faire varier le temps nécessaire pour que Torganë sort complète- 
ment blasé sur une même impression donnée. Ajoutons encore 
^ue , quand les expériences se prolongent au-delà d'un certaLa 
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terme, Torgane se fatigue et ne se irouve plus cons^quemment 
dans la disposition où il était quand on les a commencées. Ces 
remarques sont applicables aux expériences qu*il nous reste à dé- 
crire y comme à celles que nous avons déjà décrites. 

Les détails dans lesquels nous sommes entrés peuvent servira 
rendre compte d'un grand nombre de phénomènes optiques que 
nous avons journellement roceasîon de remarquer. Que , par exem- 
ple , les fenêtres d'une chambre exposée au midi soient garnies 
de rideaux rouges, fermés. Pour qui entrera subitement dans celle 
chambre, aucun objet ne se présentera sous ses couleurs effec- 
tives. Les objets rouges sembleront d'un rouge plus intense , «le 
blanc sera rosé , le bleu semblera violet et le jaune orangé* Mais 
ces apparences ne subsisteront pas long^temps , et , du moment 
que, par l'effet d'un séjour suffisamment prolongé, Tœil du spec- 
tateur se sera blasé sur l'impression àtk rouge , il ne sera plus 
affecté que des différences , et tous les objets lui sembleront dès 
lors avoir repris leur teinte naturelle. Des phénomènes analogues 
auraient lieu si les rideaux , dont nous supposons les fenêtres gar- 
nies , au lieu d'être de couleur rouge , étaient de couleur jaune 
ou de couleur bleue, ou mpme d'iine couleur composée quelconque. 

On peut aussi faire des expériences analogues avec des verres 
colorés transparens* Si , par exemple , je place entre mes yeux et 
les. objets extérieurs un verre transparent coloré en rouge, tout 
c%8 objets me présenteront , au premier aspect , les mêmes appa-^* 
reaces que me présentaient les objets de l'intérieur de la chambre 
dont je supposais « tout à l'heure , les fenêtres garnies de rideaux 
rouges f au moment ou j'y suis entré ; mais cette apparence sera 
dç peu de durée , et j'en viendrai bientôt à JQger de la couleur 
des objets comme je le ferais à la vue simple. On obtiendrait des 
résultats analogues en employant des verres transparens de toute 
autre couleur , simple ou composée» 

Knfin , les mêmes choses peuvent se remarquer de nuit , lors«» 
qu on éclaire les objets avec des f^aif. diversement colorés ; et i 
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C^esl parce qu'il csl rare de trouver une lumière arlîficîelle par- 
laitemem blanche , qu'on juge généralement si mal de nuit de la 
couleur réelle des objets. 

On pourrait dire , d'après cela , qu'il n'est pas absolument cer- 
tain que la lumière solaire soit parfaitement blanche. Si , en ef- 
fet , cette lumière était décidément rouge , nous nous trouverions 
exactement sur cette terre comme dans la chambre garnie de ri- 
deaux rouges , dont il a été question ci-dessus , et notre oeil , frappé 
seulement des différences , jugerait exactement de la couleur des 
objets comme il en juge lorsque ces objets sont éclairés par la lu- 
mière blanche. On voit même que la lumière solaire pourrait va- 
rier de couleur , d'un jour à Tautre , ou même passer graduelle- 
ment d une nuance à une autre , dans le cours d'une même jour- 
née, sans que nous nous en doutassions aucunement. 

^Lorsqu'au commencement de ce siècle on chercha à faire re- 
vivre rhypolhèse , long- temps délaissée , à Taide de laquelle Hay- 
ons avait tenté d'expliquer les phénomènes que la lumière nous 
présente, et qui consiste, comme Ton sait, à assimiler les phé-' 
nomènes optiques aux phénomènes acoustiques , ma plus forte ob- 
jection contre cette hypothèse , et qui me tenait encore attaché i 
celle de Newton , consistait en ce que le rouge , le jaune , le bleu 
«t toutes les couleurs qui résultent du mélange de celles-là, sont 
telles , absolument et en elles-mêmes , tandis qu'un son , au con- 
traire , n'est grave ou aigu que relativement ; de telle sorte qu'un 
même son peut être indistinctement un ut ^ un mi ou un sol , o\x 
même tout autre son intermédiaire , suivant la tonique , tout à fait 
arbitraire., a laquelle on voudra le rapporter. Les réflexions que 
Vaî faites postérieurement sur le phénomène des couleurs relatives 
m^'ont paru , si non répondre complètement à cette objection , du 
moins lui ôter une grande partie de sa force , en montrant que 
les couleurs , comme les sons , ne nous présentent souvent tel 
ou tel aspect que relativement. A la vérité , comme dans la sé- 
rie des sons perceptibles à Toreille, on rencontre une suite d'ut, 
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une suile de mi , une suite de sol , les- uns pTas grades et tes au* 
ires plus aigus , il resterait toujours à expliquer , dans le parallèle 
qu'on voudrait établir entre les sons et les couleurs « pourquoi,, 
dans la série des couleurs perceptibles à rœil , on ne rencontre 
pas plusieurs rouges, plusieurs jaunes et plusieurs bleus, et pour 
quoi conséquemmenl l'expérience du prisiiie ne nous présente pas 
une série de spectres , comme celU du monocorde nous présente 
une série de gammes. La réponse la plus plausible qu'on pour- 
rait opposer à cette objection , consisterait à admettre que les on- 
dulations de Téther, comme celles de Taîr, ont des limites de ra-* 
pidité et de lenteur, au-delà desquelles les premières cessent d'être 
perceptibles à Tœil comme les derniers cessent de Vêlre à Toreille » 
mais que ces limites sont beaucoup plus resserrées pour les ondi;^ 
lations de Télher que pour celles de Tair. On conçoit, ea effet, 
que si , par exemple , pour qu'un son fût perceptible à Toreille ^ 
il élait nécessaire que le corps sonore n'exécutât ni moins de loo*. 
ni plus de :?oo vibrations p^r seconde , nous ne connaîtrions qu'une 
gamme unique en acoustique , comme nous ne connaissons qu'un, 
spectre unique eu optique. Au surplus , tout en hasardant cette 
explication , nous ne dissimulons pas qu'une analogie rigoureuse 
entre les soiis ei les couleurs nous paraîtra toujours trèsr difficile 
à. bien établir.. 

Après cette digression , revenons à ce qu'on appelle proprement 
couleurs accidentelles. Nous allons voir qu'à l'aide de nos prin- 
cipes , il devient extrêmement facile , je ne dis pas seulement d'ex- 
pliquer, maïs même de prévoir à l'avance les résultats des expé- 
riences qui leur sont relatives,. 

Retournons d'abord à noire chambre garnie de rideaux rouges». 
Supposons que , ces rideaux étant percés de très-petits trous , assea. 
distans les uns des autres, on reçoive les images de ces trous sur 
un grand carton très-blanc , et demandonsr-nous de quelle cou- 
leur ces. images doivent nous paraître ? 
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La réponse à celle question est extrcffieinenl facile. Les images 
àes trous sont réellement blanches , c'est-à-dîre qu'elles offrent un 
mélange de rouge et de vert ; mais comme toul le rcsic du car- 
ton parait et est effectivement de couleur rouge , TcEil qui le con- 
temple assez long-temps pour se blaser sur celle couleur etlaju- 
j^cr blanche , ne volt plus , dans les images réellement blanches 
«des trous , que la couleur verte excédante. Les images des trous 
<}oivent donc paraître vertes , et elles le paraissent en effet. 

Des résultats tout à fait analogues auraient lieu si les rideaux 
étaient de toute autre couleur ; la couleur apparente des images 
des trous serait constamment complémentaire de celle des rideaux. 
C'est en cela que consistent les expériences de Meusnîer et de 
Hassenfratz. 

Voici des expériences du même genre qui ne paraîr.sent point 
avoir été décrites , et des résultats desquelles on se rçnd aisément 
raison à Taide des mêmes principes. 

Si , à travers un verre transparent coloré, on regarde assez long- 
temps un grand carton blanc exposé au soleil , pour que la couleur 
du verre n'ait plus d'influence et 'n'empêche plus conséquem- 
ment de juger le carton de couleur blanche , et qu'alors , sans 
cesser de diriger son regard vers le carton , on retire subitement 
le verre, ce carton , pendant un lemps plus ou moins long, sem- 
blera , à Tceil du spectateur , de la couleur complémentaire de celle 
du Terre. C'est ainsi , en particulier , que les personnes qui font 
habituellement usage de lunettes vertes, voient tous les objets sous 
une apparence rougeâtre , au moment où ils les quittent. 

11 faut , au surplus , pour obtenir un plein succès de ces sor- 
tes d'expériences , se tenir soigneusement en garde contre les re-<: 
Ciels latéraux et toutes les autres causes étrangères qui pourraient 
en compromettre les résultats* 

Les détails dans lesquels nous sommes entrés juâqu'ici tendent 
à prouver qu'un article , sur le sujet qui nous occupe , pourrait u'ê- 
itre poiut du tout déplacé dans le Journal des modes. Il faut dire* 
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au surplus , qu'en ceci » comme en beaucoup d'autres choses , Vms- 
lînct des femmes les sert merveilleusement bien , et beaucoup 
mieux , peut-être i que ne pourraient le faire les conseils des plus 
habiles physiciens. C'est probablement cet instinct qui a mis. en 
vogue , parmi elles, les chapeaux vcrls doublés en rose. Celle corn»* 
bînaison de couleurs est , en effet , extrêmement heureuse. La 
couleur rose de la doublure réfléchit une couleur pareille sur leur 
visage ; et Tœil des personnes qui les abordent , hieniôt blasé 
«ur le vert de rextéricur de leur coiffure , en devient d'autant 
moins sensible à ce qu'il pourrait y avoir d'analogue dans leur 
carnation. Ce qu elles pourraient faire de plus contraire à l'incar- 
nat de leur teint , serait de porter des chapeaux violets , doublés^ 
en jaune ^ ou des chapeaux rouges , doublés en vert ; aussi très-- 
peu d'entre elles s'en sont elles avisées (*).. 

Je passe a des phénomènes d'un autre ordre f. en* apparence 7 
dont on se rend également raison , à l'aide des mêmes principes. 

Si l'on regarde long-temps et fixement une petite tache roug« 
sur un carton, blanc exposé au soleil , on la verra bientôt bor* 
dée d'un liséré vert , plus ou moins étroit. Si alors on porte su- 
bitement son regard sur un autre endroit du carton , on croira 



(^) Voici encore des phénomènes da même genre que ceux que )*ai 
détrits plus haut ,, que j*ai eu long-temps Toccasion d'observer. Les rayons 
du soleil ne parviennent le matin , rëtë , dans une des classes de Mathématiques 
du collège de Montpellier , exposée au levant , qu*après avoir traversé le feuil- 
lage des accacias dont la cour est plantée. Quand on entre dans cette classe , 
tous les objets intérieurs se présentent sous une teinte verdâtre qui , peu i 
peu y semble s'eflacer ; mais alors un autre phénomène succède ; toutes les 
traces de craie , sur la planche noire , semblent se revêtir d*une teinte plus 
ou moins rosée. Le même phénomène se remarque , au milieu du jour , 
dans TAmphithcâtre de la Faculté des sciences , dont les fenêtres » exposées 
au midi y sont garnies de jalousies récemment peintes çn vert» 
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j Toir une tache de même grandeur , de même figare et de même 
situation , colorée en vcrl. 

Expliquons d'abord la seconde partie du phénomène* La tache 
rouge du carton affecte une portion déterminée de la rcûne , la- 
quelle , par Teffet d*une contemplation suffisamment prolongée , 
finit par se blaser sur Timprcssian du rouge. Lorsqu'ensuife Tœ!! 
se dirige subitement vers une autre partie du carton , cette même 
portion de la rétine se trouve impressionnée par la lumière blan- 
che, c'est-à-dire , par une combinaison de rouge cl de vert ; mars^ 
les extrémités nerveuses étant alors devenues insensibles à Tlm- 
pression delà couleur rouge , la couleur verte doit seule les affecter. 

On voit aisément par là que , si Tceil , en contemplant d\abord 
la tache rouge , pouvait demeurer rigoureusement immobile , il 
B*y apercevrait aucune bordure , mais il ne saurai4 en elre altisi- ; 
et , quoi qu'aient pu dire certains physiologistes , de- l'existence , 
dans les muscles des hommes et des animaux , de \% nesafs quelle 
forée de situation fixe , la vérité est qu'au contraire la fixité est , 
pour les muscles , un état fout à fait contraint , dans lequel Us- 
ne sauraient persister quelques instan» que d'une manière impar- 
faite. Lors donc que nous dirigeons nés regards vers une tache 
' rouge , située sur un fond blanc , notre tête oscille toujours plus 
ou moins ; de telle sorte qu'il n'est pas vraf de dire que la tache 
se peigne sur une portion tout à faft déterminée de la rétine , 
elle vacille un peu* , en tous sens, sur cette membrane. Il n'y a 
donc proprement que la portion de la rétine commune à toutes 
les images de la tache qui doive être constamment affectée de l'im- 
pression du rouge , tandis que le» bordis de cette portion reçoi- 
vent , d'instant en instant , l'impression du blanc qui , comme 
il a été expliqué plus haut , dort s'offrir sous l'aspect du vert ; 
et de là le liséré vert' que l'on remarque autour de la tache , li- 
séré d'autant plus large et pâle que la télé oscille davantage. On 
voit même que la tache pourrait être de tellement petites dimeu" 
sîons qu'elle parût verte en totalité. 

Tom. XXI. 39 
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3oo COULEURS ACCIDENTELLES. 

^ous prescrire , entrer dans le deuil de tous le» phénomènes dans 
lesquels les couleurs accideatelles ou reUUyes jouent un rôle ptus 
ou moius important ;. nous, ter minerons donc par un cas qui ^ bien 
qu'il soil jouruellement sous nos yeux , avait néanmoins échappé 
jusqu'à Buffon à ratlention des observateurs. 
* Les ombres que les corps opaques projèient sur les surfaces pla- 
cées dans leur voisitiage , sembleraient devoir cUe parfiîlement noi-- 
res , puisqu'elles sont Teffet d'une privation de lumière; mais, à 
raison des reflets qui viennent des autres objets ou même de la 
lumière envoyée par les nuages , ces ombres sont d'un gris plus 
ou moins .clair. Néanmoins , à fépoque du lever et à celle du 
roucher du soleil , ces ombres paraissent quelquefois d'un bleu ou 
d'un vert très-sensible , surtout lorsqu'elles se projètcnt sur une 
turfaxe blanche. Cela tient 4 ce qd'alors la lumière solaire , ayant 
à traverser les vapeurs atmosphériques , avant de parvenir aux ob« 
jets qu'elle éclaire , peut , suivant la nature de ces vapeurs , pren« 
dre une teinte orange ou rouge , plus ou moins prononcée , qu'elle 
communiqué à la portJQu de la surface blanche qui environne 
Tombre ; cette portion , bien que nous la jugions encore blan* 
che, est donc réellement orange ou rouge , et son aspect doit nous 
porter à juger bleu ou vert le peu de blanc dont se compose la 
teinte plus ou moins grise de l'ombre. 

Je ne pense pas qu'il existe aucun fait du genre de ceux que nous 
avons passé ici en revue qui i bien examiné , ne puisse trouver 
son explication dans les principes fort simples qui nous ont con*^ 
duit i l'explicatipp de ceux-ci. 

Je sens, en terminant , le besoin de m 'exe user auprès de m(s:$ 
leieteurs d'oser leur présenter ui^e ébauche si imparfaite , que j'ai 
eu à peine le teoips die relirjR avant de la livrer à l'impression , 
et qu'il m'a fallu interrompre sans cesse en la composant ; mais 
je n'ai le loii^ir ni de rédiger , pour njon propre compte , des ar- 
ticles plus sérieu^i^ ou plus joignes , ui d'exai^iner les mémoires 
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qui me sont adressés du dehors avec assez de soin pour m^assu-- 
rer fqsqu*à quel point ils sont dignes de voir le jour ; et , dans 
une telle situation , j'aime beaucoup mieux courir le risque de m« 
compromettre mof-méme que de m'exposer à compromettre au- 
trui , ainsi qu'il m'est malheureusement déjà arriré une fois, J^a- 
vais espéré qu'après les deux ou trois premiers mois d'une admi* 
nislpalioD acceptée par pur défouement , au milieu des con?ul- 
âioDS politiques , les choses reprendraient leurs cours ordinaires ^ 
et qu'alors je pourrais jouif* de quelques loisirs ; mais Tétat de 
crise se prolonge , sans qu'on puisse facilement en préyoir le terme^ 
De telles circonstances sont bien pe«L favortfbles aux méditations 
scientifiques. 



<|U£STIONS RÉSOLUES. 

Démonstration des deux théorèmes de géométrie 
énoncés à la pag, 182 du XIX J^ volume du 
présent recueil^ 

Par M. Crova , professeur de mathématiques spëeialâd «u 
collège de Perpignan. 

^±HÉ0RÈ9fÉ ï. Les mSieux des cordes interceptées par une ligne 
du second ordre , sur des droites issues d'un méine point , sont sur 
une autre conùfue qui lui est horhothitique et qui passe par te point 

dont il s agit, 

Bémmistraeîah-. Soîl pris \é poiot «iôfihé pottr origine àéi, céop- 
données auxquelles nous supposerons d'ailleurs une direclion quel- 
conque, et soit alors l'équâtioit dei W couAe proposée 
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Ja:''^By+2:Cxx+2D.v+^Ex+F^'=o . (i) 

Soîi n\ors f=zmx réqualion de Tune tics cîroîfes ctenl il s'agit ; on 
obtîentlra les coordonnées cîc ses points d'înrerseclîon a^tîc hi courbe , 
en considérant teurs équalions comme celles d'un même problème 
dérermîné , ce qui , en élîmînanf jr enfre elles donnera , pour 
avoir les valeurs de .t^ qui ropondcnl à ces intersections , féquî^- 
tk)n du second degré y 

(JJ^Bm*+2Cm)x'+2(D+Em)x-{'F=o . 

Si Ton représente par i:^la valeur de j: qui répand au milieu de la 
corde interceptée , cette valeursera , commeTon sait , lad^/ni-somme 
des valeurs de x données par celte éi^ualion. Or , dans une 
équation du second degré , sans coefficient à son premier terme » 
le coefficient du second terme , pris en signe contraire , est égal 
à la somme des racines > d'où Fon voit qu'on aura 



ea Ibica encore- 

SI , de plus , on représente par jr^ la valeur de jr qui répond à C6 
milieu, on aura 

éliminant donc m entre ces deux équations , Téquation résultante 
'Js^'-hBy^\+tiCx^y+Dx^^Ey^o , (2) 
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sera celle du Heu des milieux des cordes interceptées parla courbe 
proposée sur toutes les droites issues du poiut donné. Or , celte équa- 
tion t^st du second degré, d'où il suit que la courbe dont il s'a- 
git est une ligne du second ordre ; celle équation est privée du 
ternoie indépendant de x et de y , d'où il suit que la courbe ea 
question passe par Torigine , c'est-à-dire , par le point donné; en-* 
fin les coefllciens des tei*i»es du second ordre dans Téquation (2) 
sont les mêmes que dans Tcquation (i) ; d'où il suit que la nou- 
velle courbe est homotbétique avec la première* 

THÉORÈME II. Les milieux des cordes inUrceptées par une surface 
du second ordre , sur des droites issues dun même point de ï espace , 
sont sur une autre surface du second ordre qui lui est homoihéti^ 
que et qui passe par le point donnée 

Démonstration, Soit pris encore ici le point donné pour <u*igiQe des 
coordonnées qui pourront d*ailieurs avoir des directions quelcon* 
ques t et^soit alors 

w<«*+BjH-C2*+aP/rf2£x«+af'ri?/+aC«+a^+tJE8+X=3o , (i) 

réquation de la surface dont il s'agit. Une quelconque des droi-^ 
tLes issues du point donné aura des équations de la forme 

x=mz , yziznz • 

Si , considérant ces trois équations comme celles d'un même pro- 
blème déterminé , on élimine entre elles x et^, Téquation ré- 
sultante en z donnera les valeurs de z qui répondent aux deux 
extrémités de la corde interceptée. Cette équation est 

Si Ton représente par z^ la valeur de z qui répond au milieu de 
cette corde , pour les mêmes raisons que ci-dessus , on aura 
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^_ Gm+Hn+KT ^ 

au bien 

SU , de plus ^ on reprësenle pespecinrem^nt par «^ el / les Tkîciir^ 
de JT et ^ qui répondent aux mêmes jmilieox , oa aura 

léKminant m et lo entre ces trois équations , Téquation résultante 

^*'«+lly«+C*'*+aiyi'+aE*V+aFa>y+Ga/+Hj^^+J^^ , (*) 

sera celle du Heu des milieux des cordes interceptées par la sim%- 
face proposée sur toutes les droites issues du point jdonné ; or , 
cette équation est une équation du second degré , ^épounnoe dis 
terme indépendant à^x' ^y et zf , et dans laquelle les coefficiens 
Aes termes du second ordre sont les mêmes que ceiu de l'équa- 
tion (i); donc le lieu dont il s'agit est une surface du second 
ordre « homothétique ayec >a surface proposée ,__ et passant par le 
{K)int donné« 
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE. 

Préliminaires d'un cours de Mathématiques 

pures ; 

Par M. Gekgonke. 

Première Leçon. 
Ohjet des sciences mathémaiîc/ues. 

X-iES élres divers qui vivent sur noire lerrc naissent généralement 
pourvus de toutes les facultés et doués de toute l'intelligence qui 
leur sont nécessaires pour se conserver , pourvoir à leurs besoins 
divers et rendre leur existence aussi heureuse que le comporte 
leur nature. Un niéme Jour voit le papillon déchirer sa chrysra- 
lide , déployer ^es ailes brillantes et butiner le nectar des fleurs 
de nos parterres. Le cailleteau , traînant encore après lui les dé- 
l)ris de la coque où Tinstant d'auparavant il était retenu captif , 
démêle aussitôt , parmi des graines diverses , celle qui peut le mieux 
lui servir d'aliment. Le faon , à peine échappé des flancs de la 
biche , bondit avec grâce dans nos prés. .L*homme seul a besoin 
de tout apprendre ; se& premiers accens sont des cris de douleur , 
et l'époque de son entrée dans la vie en marquerait infaillible- 
ment le terme , si des soins les plus assidus ne venaient , du- 
rant un temps plus ou moins long , au secours de sa débilité. 
Il naît avec des yeux ; tuais il ne sait d'abord ni les tourner vers 
les objets qu'il est intéressé à connaître , ni leur faire prendre la 

Tom. XXI, n^ n , i/' Mai i83i. 4o 
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configuration propre à leur faire apercevoir ces objets d*une ma- 
nière dislincle. Il est pourvu de bras mobiles dont les extrémi- 
tés sont ingénieusement articulées ; mais ce n^est qu'après, des 
essais multipliés et long-temps infructueux , qu'il parvient à les 
diriger sûrement vers ce qu'il veut saisir , et , du moment qu'il 
a atteint le terme de cet apprentissage , une surveillance de 
tous les instans devient nécessaire pour soustraire à sa vue « pour 
écarter de sa main, tout ce qui pourrait le blesser, tout ce dont 
il voudrait imprudemment faire sa nourriture. Ses extrémités in- 
férieures sont destinées à soutenir le poids de son corps , à le 
transporter vers les objets auxquels son bras ne saurait atteindre , 
et à le souslrai'*e , par la fuite , aux dangers divers qui pourraient 
le menacer ; mais combien ne lui faudra-lil pas de temps pour 
apprendre à se tenir ferme sur ses pieds ? et combien de chutes 
douloureuses n'aura-t-il pas à essuyer avant de savoir marcher 
et courir? Plus tard, et plus péniblement encore, il étudiera 
les sons vocaux et les caractères visuels à l'aide desquels les in- 
telligences communiquent entre elles ; il apprendra à produire 
lui-même ces sons et ces caractères, et alors seulement il méritera 
de prendre rang dans la société et de compter pour quelque chose 
au milieu de ses semblables. 

Peut-être aurions-nous tort de nous plaindre d'avoir été traités 
par la nature d'une manière si peu libérale. Si des hommes qui 
ont fait une étude spéciale des mœurs des diverses classes d'êtres 
qui vivent sur notre terre , voulaient prendre la peine d'en faire un 
examen comparatif, peut-être trouveraient -ils finalement que, 
toutes choses égales d'ailleurs , les plus industrieux et les plus in- 
telligens d'entre eux , sont ceux-là même dont l'éducation est la 
plus lente. Si , en effet , la nature avait pris soin de nous ga- 
rantir contre la rigueur des frimats et les ardeurs de la canicule ; 
si elle avait placé partout à notre portée des alimens immédiate- 
ment propres à notre subsistance ; si elle ne nous avait point en- 
vironnés d'animaux hostiles, ou si du moins elle nous avait armés 
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de défenses suflisanres contre leurs attaques ; si , des noire en- 
trée dans la vie, nous avions pu. nous passer de l'assistance des 
auteurs de nos jours ; si , en un moi , la nature avait tout fait 
pour nous , peut-être n*aurions-nous pas songé à rien ajouter aux 
avantages dont elle nous aurait doués ; peut^lre Tart social se- 
rait-il encore à naître ; et noire vie , assez semblable à celle des 
plantes , n'ofifrirait sans doute d'autre spectacle que celui d'une 
continuelle et monotone répétition des mêmes actes. C'est donc 
précisément , peut-être , par cela même que la nature nous a trai- 
tés d'une manière si sévère que nous sommes parvenus à nous 
Tassujétir et à nous en rendre les suprêmes dominateurs. 

Si c'était ici le lieu d'expliquer comment , malgré l'excessive 
inégalité d'intelligence qui se fait remarquer entre eux , dans un 
âge plus avancé, tous les hommes néanmoins réussissent à peu 
près également bien dans le premier apprentissage de la vie so- 
ciale , je ferais d'abord observer qu'il ne s'agît uniquement là que 
de connaissances qui touchent essentiellement à notre conserva- 
tion et à notre bien-être de tous les instans , et qu'on apprend 
toujours très-bien et très-vîte ce qu'on est fortement intéressé à 
bien savoir. Je ferais observer , en second lieu , qu'excepté peut- 
être les heures du sommeil , la vie d'un enfant en bas âge est 
un apprentissage continuel ; et qu'on ne saurait manquer de sa- 
voir bientôt ce dont on fait une étude de tous les instans. Je fe- 
rais observer enfin que l'enfant en bas âge étudie sans maître , 
qu'aucune tâche ne lui est imposée , qu'aucune gêne ne lui est 
prescrite , ni pour le choix dés sujets d'études ni pour la ma- 
nière ni pour le temps ni pour le lieu ; que personne ne vient 
systématiquement, et à des heures fixes, détourner son atlenlion 
d'un objet qui l'intéresse , pour la diriger forcément vers un au- 
tre qui alors lui offre moins d'attrait; et que nous ne faisons 
rien de mieux que ce que nous faisons librement et en suivant 
notre pente naturelle. Je pourrais ensuite tirer de ces diverses re- 
marques quelques conséquences pratiques » relatives à l'art d'en- 
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seigrtcr , cl apprécier ainsi , avec une équilable et împarlîale scvé^ 
rilc , lanï de niclhodes crenseignemenl prônées tour à tour d-unc 
manière fastueuse , par la cupidité et le charlatanisme, et que. 
le besoin Lien senti d'amélioralions notables dans nos plans d'é- 
tudes a fait quelquefois accueillir par des âmes généreuses avec 
beaucoup trop de faveur. 

Mais qu'il me suffise de noter ici qu'il est un fond commun 
de connaissances dont tous les hommes parviennent également à 
se mctlrc en possession , les plus ineptes comme les plus întelli- 
gens ; que ce fond , à y regarder de p^ès , est beaucoup plus ri- 
che qu'on n'est généralement porté à le supposer ; et qu'à l'épo- 
que où le vulgaire se figure que l'éducalion commence , l'enfant 
même qui passe pour le plus stupide sait déjà incomparablement 
plus de choses que ne pourra se promettre d'en apprendre le plus 
heureusement organisé , dans tout le cours d'une longue ci la- 
borieuse carrière. 

Un besoin insatiable d'aliment et d'aclivilé , que souvent l'csprît 
partage avec le corps , ou peut-être seulement le besoin d'un pré- 
servatif contre l'ennui qui naît de l'oisiveté, a déterminé des hom- 
mes , doués d'un esprit méditatif, à consacrer leurs loisirs à des ré- 
flexions , à des recherches spéciales sur certaines branches du sa- 
voir commun , dans la vue de leis mieux étudier , d'y découvrir 
des rapports et des combinaisons inaperçus jusqu'à eux; et c'est à 
Tensemble des résultats de leurs travaux qu'on a donné le nom 
de sciences ; tandis qu'on a appelé sat?ans les hommes qui , sans 
même avoir pris aucune part à la découverte de ces résultats , 
sont néanmoins parvenus à se les rendre familiers. Ce n'est qu'im- 
proprement qu'on applique quelquefois ce qualificatif aux inven- 
teurs même des sciences. 

Toute science donc , quel qu'en puisse être d'ailleurs l'objet , 
n'est , comme on le voit , que l'extension et le développement de 
quelque connaissance généralement familière à tous. Une science 
même ne saurait être vraiment digne de ce nom qu'autant qu'elle 
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se raltarlie à ces notions Tulgaîres , à ce fond commun de con- 
naissances universellement répandues parmi les hommes ; et de U 
celle maxime qui , pour si triviale qu'elle puisse paraître , n*en 
est pas moins trop souvent négligée par ceux qui parlent ou qui 
écrivent dans la vue d*instruire les autres; savoir: que ce nest 
quen parlant de ce que nous sapons déjà qu'on peut espérer de nous 
conduire à ce' que nous ne savons pas encore. Découvrir des consé- 
quences non encore aperçues de quelques vérités déjà admises , 
c'est inventer ou perfectionner une science ; faire apercevoir à au- 
trui la filiation entre ces conséquences et les vérités auxquelles el- 
les se rattachent , c'est Venseigner. Les découvertes , dans quelque 
science que ce puisse être , sont l'apanage exclusif du génie qui 
crée et combine ; pour les étudier , au contraire , il suffît simple^- 
oient du bon sens qui conçoit. 

Les sciences peuvent différer les unes x]es autres ou par la di- 
versité des objets auxquels elles se rapportent ou par les divers 
points de vue sous lesquels elles envisagent les mêmes objets ; 
let 9 lorsqu'on s'engage dans l'élude d'une science, le premier soin 
qu'il convient de prendre est de se former une idée bien précise 
^de son étendue et de ses limites , aGn de ne pas courir le dou- 
ble risque et d'en négliger des applications importantes ou d'en 
faire inconsidérément des applications déplacées. On peut deman- 
der plus encore, et , à raison des nombreux points de contact 
. qu'<^ entre elles \^^ diverses branches (}u savoir et des secours 
qu'ères peuvent mutuellement se prêter , on peut désirer de sa- 
voir , en particulier, queUe est précisément la place qu'occupe la 
Acîence qu'c^ se propose d étudier dxins le système général de r\Q9; 
connaissances^ Livrons-nous donc à cet examen par rt^ppQrl à la 
science qu'un homm^ célèbre , à toute autre titre , n'a pas hésité 
de proclamer la première de toutes. 

Si quelqu'un , en nous présentant un homme fait et un enfant 
. en bas âge 4 n<Mis disait ài^ premier que sa taillç çst exactcmeijt 
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double de celle du second , qu il pèse neuf fois plus que lui et 
qu'il est onze fois plus âgé , il n'y aurait certainement rien , dans 
de telles assertions , qui dût nous surprendre , et nous concevrions 
très-aisément qu'on ait pu parvenir à assigner avec précision tous 
CCS divers rapports. Mais si la même personne ajoutait que Tin- 
lelligcnce de Thommefait , est exactement ou seulement a peu prè^ 
quintuple de celle de Tenfant , nous nous récrierions aussitôt , et 
non sans raison , parce qu'en effet nous ne concevrions pas qu'on 
pût parvenir , à l'égard de telles qualités , à des comparaisons 
aussi rigoureuses. 

Ce simple exemple sufHt donc pour nous faire comprendre clai- 
rement que les objets de nos pensées peuvent être rangés en deux 
classes très-distinctes , dont l'une comprend tous les objets qui 
peuvent être exactement comparés à d'autres de même nature 
qu'eux , tandis que l'autre renferme tous ceux qui ne peuvent 
être que vaguement comparés à ceux de leur espèce. Dans la pre- 
mière classe , on peut ranger , par exemple , les nombres , le temps, 
rétendue , soit en longueur , soit en surface , soit en volume ; dans 
la seconde se trouvent entre autres toutes les qualités morales et 
les facultés intellectuelles , tels que le génie , le courage , le dé- 
sintéressement , etc. 

Or , comme rien n*est plus propre à aider l'action de la pen- 
sée que d'affecter des dénominations spéciales aux ol^ets qui se 
distinguent de tous les autres par' des qualités qui leur sont ex* 
clusivement propres , nous convenons , pour l'avenir , de designer 
sous la dénomination de grandeurs ou de quantités les objets de 
la première sorte , c'est-à-dire , les objets que Ion conçoit Are ri^ 
goiireusement comparables à tous ceux de leur espèce ; sur quoi nous 
devons nous hâter de faire remarquer que ces mots ne sont point 
pris ici sous leur acception vulgaire. Dans le langage ordinaire , 
en effet , le mot grandeur exprime l'état de ce qui est fort étendu 
ou fort élevé , soit au physique , soit au moral , et le mot quan- 
tité , équivalent du mot multitude, emporte avec lui l'idée de la 

O 
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réunion d'an très-grand nombre d'objets ; tandis qu'ici , dans le 
seus particulier que nous attachons à ces deux mots , un objet uni- 
que , quelque minime qu'il puisse être d'ailleurs , sera réputé 
grandeur ou quantité , par cela seul qu'il sera rigoureusement com- 
parable à d'autres objets d'une nature pareille à la sienne ; de 
•orte que, sous ce point de vue, les mots grandeur et quantité 
doivent être considérés comme tout à. fait synonymes. Seulement 
le mot grandeur est employé de préférence dans le style élevé. 

Il arrive assez fréquemment , dans la langue des sciences , de 
détourner ainsi les mots de leur acception commune , pour leur 
donner une signification plus ou moins différente de celle que la 
langue vulgaire a consacrée. C'est là , sans contredit , une chose 
très-fâcheuse, tant parce que , pendant un temps plus ou moins 
long , l'esprit éprouve une sorte de peine à séparer l'acception 
scientifique d'un mot , de son acception vulgaire , que parce qu'on se 
trouve quelquefois contraint de l'employer sous ses deux acceptions 
dans une même phrase, ce qui entraine inévitablement dcTembarras 
dans le langage et de la confusion dans les idées , et ajoute ainsi , sans 
aucune nécessité ni compensation , aux difficultés que présente 
naturellement l'étude des sciences. Il vaudrait sans doute incom- 
parablement mieux , en telles rencontres , créer des mots tout à 
fait nouveaux ; mais la répugnance du public pour ces sortes de 
créations , répugnance non moins invincible qu'elle est peu fon- 
dée , et qui nuit beaucoup à la netteté du langage , et par suite 
au développement de l'esprit humain , y oppose un obstacle in- 
surmontable, et nous impose impérieusement la loi de parler ici 
comme tout le monde* 

Il faut donc se tenir pour bien averti que , lorsqu'à l'avenir 
nous employerons le mot grandeur ou le mot quantité , ce sera 
comme l'équivalent de ceux-ci : objet rigoureusement comparable 
aux autres objets de même nature que lui. Lors donc que nous vou- 
drons découvrir si un objet déterminé est ou n'est pas de la classe 
de ceux que nous nommons grandeurs ou quantités , noi^ n'au^ 
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rons auïrc chose à faire que de concevoir un aulre objcl de même 
nature que celui-là, et de nous demander si nous trouverions rai- 
sonnable ou inepte que l'on prétendît assigner un rapport précis 
entre l'un et l'autre. Dans le premier cas , l^objet en question 
sera grandeur ou quantiié ; dans le second , il ne le sera pas. 

Ainsi f par exemple , nous jugeons que le pokis d'un corps csl 
une quantité ou grandeur , parce que nous trouverions tout na« 
turel que quelqu'un , après Tavoir comparé au poids d'un autre 
corps , nous dit que cinq fois le premier fait précisément trois 
fois le second ; mais nous trouverions fort étrange , au contraire » 
que quelqu'un vint nous affirmer sérieusement que sept fois le 
génie de Galilée fait exactement onze fois celui d'Huygens ; d'où 
nous devons conclure que le génie n'est point de ces objets que 
nous avons entendu comprendre sous la dénomination de gran* 
dcur ou de quantité. 

Il est , au surplus, aisé de reconnaître, d'après cela , que Tart 
de découvrir parmi les objets de nos pensées , ceux auxquels on 
peut justement appliquer la dénomination de grandeur ou de quan- 
tité y se réduit finalement à Tart dé discerner quels sont ceux 
dont on peut reconnaître l'égalité rigoureuse lorsqu'elle a lieu« 
Dire , en effet , d^une longueur qu'elle est les trois quarts d'une 
autre longueur , c'est dire , eu d'autres termes \ que quatre fois 
la première est égale à trois fois la seconde , ou encore que la 
troisième partie de la première est une longueur égale à la qua« 
trième partie de la seconde. 

Au moyen de cette remarque , Tart de démêler ce qui est gran^ 
deur ou quantité de ce qui ne l'est pas , se trouve réduit à la plus 
grande sitnplicité. Tout se réduit , en effet , à se demander de 
l'objet que l'on considère , ai Ton conçoit ou non qu'il soit possible 
de reconnaître qu'un autre objet lui est rigoureusement égal. Ainsi « 
par exemple , la probabilité qu'un certain numéro sortira à un ta- 
rage déterminé de la loterie royale , est grandeur ou quantité , 
parce que Ton conçoit clairement que cette probabilité est rigoi»- 
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teusement égale à celle de la sortie de tout aulre numéro au même 
tirage ou du même numéro à rout autre tirage ; mais le poids 
d'un témoignage , au contr&ire , ne saurait être répulc grandeur 
ou quanlité , parce que Ton conçoit également bien qu'aucun 
homme sensé ne voudrait affirmer de deux témoignages , qu'ils 
sont rigoureusement du même poids. 

Si nous examinons avec attention ce qui se passe )ournellement 
dans la société , nous aurons bientôt lieu de remarquer que les 
discussions et la dissidence des opinions ne s'y manifestent , ou du 
moins ne s'y prolongent que lorsque ces discussions et cette dis* 
sidence n'ont pas les grandeurs ou quantités pour objets. Dispute- 
t-on , en effet , sur la plus forle des sommes d'argent contenues 
dans deux sacs ? En les comptant l'une et l'autre , on mettra fin 
à la dispute. Est-ce sur la taille relative de deux individus qu'oQ 
se trouve n'être pas d'accord ? Il suffira y pour vider le différent, 
de les rapprocher l'un de Tautre. La contestation roule-t-elle en-- 
fin sur le rapport entre le poids de deux corps ou sur la durée 
de deux intervalles de temps? La balance ou Thorloge deviendra 
l'arbitre entre les opinions opposées. Mais s'il s'agit , au con- 
traire y de fixer les rangs entre deux productions littéraires ou en- 
tre deux actions vertueuses ou criminelles , à moins d'une diffé- 
rence très-apparente , on courra risque de disputer fort long-temps » 
•ans jamais tomber parfaitement d'accord. 

A y regarder de très-près , il n'y aurait peut-être proprement 
que les nombres qui méritassent la dénomination de grandeurs 
ou de quantités. Lorsqu'en effet nous prononcerons de deux lon- 
gueurs qu'elles sont égales , il peut fort bien se faire qult existe 
entre elles une différence asses légère pour échapper à la vue 
et au tact ; et lorsque nous portons un pareil jugement sur le 
poids de deux corps ou sur la durée de deux intervalles de temps , 
il peut également se faire qu'il existe entre Tun et l'autre une 
inégalité assez petite pour ne donner aucune prise à Tactton des 
balances les plus sensibles ou à celles des horloges les plus artis- 
Tom. XXI. 4« 
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temcnt consiruîles ; desorlcque, pour pouvoir comprendre toutes 
CCS choses sous la dcnommation commune de grandeur ou quan- 
tilé , il faudrait peul-êlre appeler ainsi tous les objets compara- 
bles à d autres de même nature , sinor^ rigoureusement , du itioins de 
telle sorte que V erreur de la comparaison , si toutefois elle existe , 
se dérobe , par son extrême petitesse , à tous nos moyens de con- 
naître. Au surplus , on pe^t toujours supposer , en théorie , que 
les comparaisons sont fout à fait rigoureuses ; il arrivera seule- 
meut que, dans les applications pratiques , on n'obtiendra que des 
à peu près , d'autant moins diSerens d'ailleurs de l'exacte vé- 
rité que les moyens de comparaison auront été plus précis. 

Dans tout ce qui précède nous avons constamment parlé de com- 
paraison entre les objets de même nature , parce qu'en effet ce 
sont les seuls que l'on puisse raisonnablement se proposer de com- 
parer les uns aux autres , attendu que ce sont les seuls suscepti- 
bles d'égalité. Les grandeurs ou quantités de même nature , tel- 
les , par exemple , qu'une longueur et une autre longueur , un 
intervalle de temps et un autre invervalle de temps , sont ce qu'on 
appelle des grandeurs ou quantités homogènes) et on* appelle , au 
contraire, grandeurs ou quantités hétérogènes celles qui sont de na- 
ture différentes ; telles , par exemple , qu'un temps et une lon- 
gueur. Les grandeurs ou quantités homogènes sont donc les seu- 
les qu'on puisse se proposer de comparer les unes aux autres ; et 
ilemander , par exemple , quel est le plus grand d'une aune 
pu d'uqe heure « c'est faire une question tout à fait ineple qui 
ne mérite aucune sorte de réponse. 

Ce sont les grandeurs ou quantités qui sont l'objet exclusif de 
foules les sciences comprises sous la dénomination commune de 
Mathémaiuiues pures ; et c'est uniquement comme susceptibles de 
comparaisons rigoureuses que ces sciences les envisagent. Ainsi , 
ces expressions ; science mathématiques \ science des grandeurs , 
sciences des quantités , sciences des choses rigoureusement compa-^ 
râbles à leurs homogènes , sont des expressions tout à fait synpny- 
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mes. On donne ensuite le nom de mathématiques mixtes à Tcn- 
semhle des applications diverses qui ont pu ou qui peuvent en- 
core être faîtes à l'avenir , des mathématiques pures à toutes les 
autres branches des connaissances humaines. 

Or , lorsqu'un même nom est ainsi susceptible dé plusieurs dé- 
termina tifs , il est toujours permis , pourvu qu'on en prévienne ^ 
d'en sous entendre un quelconque , mais un seul ; et le bon sens 
dit qu'il faut alors sous entendre , de préférence , le déterminatif 
dont l'emploi devrait être le plus fréquent, puisque , delà sorte 
le langage en devient plus concis. Nous profiterons de cette re- 
marque pour employer à l'avenir le mot mathématiques , comme 
l'équivalent des mots mathématiques pures ; mais dès lors , foutes 
les fois que nous voudrons faire mention des applications des ma- 
thématiques aux autres sciences , nous serons obligés d'employer 
l'expression mathématiques mixtes tout au long et sans sous- 
entendu. 

Bien que la géométrie ne soit qu'une simple branche des scien- 
ces mathématiques, et qu'on puisse mcme , en toute rigueur, sans 
l'avoir cultivée , être fort instruit dans ces sciences ; par l'appli- 
cation de cette figure de rhétorique qui consiste à donner au tout 
le nom de la partie , ceux qui cultivent quelque branche que ce 
soit des mathématiques se traitent généralement entre eux de géo- 
mètres , et ne sont guère appelés mathématiciens que par les gens 
qui ne le sont pas (*)• 

Dans tout ce qui précède , nous nous sommes vus , à très-grand 
regret sans doute , contraints de nous écarter un peu des notions 
ou peut être seulement de la langue que beaucoup d'écrivains , fort 
recommandables , ont cherché à faire prévaloir , et nous devons 
avant d'aller plus loin , tenter de nous justifier de cette témérité, 



(•) Voy. Annales^ lom.YIIIy pag. a55« 
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el mettre le lecteur en situation de pouvoir prononcer é<juitable-* 
ment entre eux et nous. 

La plupart des auteurs d*élëmens ont appelé jg^and^urs on quari'^ 
tiiés toutes les choses susceptibles d augmentation et de diminution ^ et 
ils- en avaient incontestablement le droit , puisque les mots ne 
sont , au fond , que de vains sons , absolument insignifians par 
eux - mêmes , et ne pouvant figurer utilement dans le langage 
qu'après avoir reçu une acception déterminée , par Teffet d'une 
convention tout à fait iibre. Il arrivera seulement que y dans le 
sens de ces écrivains » tout ou presque tout pourra être qualifié 
grandeur ou quantité , puisqu'il n'est rien ou .presque rien qui 
ne soit susceptible de plus ou de moins. Et ne peut-on pas ctre« 
en effet , plus ou moins éclairé , plus ou moins courageux , plus 
ou moins patient , plus ou moins magnanime , et ainsi du reste ? 
Les mêmes écrivains ont dit ensuite qu'on appelait mathémati-- 
çues les sciences qui aidaient les grandeurs ou quantités pour objet \ et 
cela sans doute leur était encore permis. Il serait seulement ré- 
sulté de leur définition des grandeurs ou quantités , que toutes les 
sciences auraient été des sciences mathématiques puisqu'il n'en 
est aucune qui ne traite de choses susceptibles de plus ou de 
moins. Toutefois , il n'en est aucun , sans doute, qui «interrogé 
si la morale ou la législation , la théologie ou la médecine étaient 
des sciences mathématiques , eût hésité le moins du monde à ré- 
pondre que non ; ce qui prouve que , dans leur définition des 
mathématiques, ils avaient tout à fait perdu de vue l'acception 
qu'ils avaient eux-mêmes donnée d'abord aux mots grandeur et 
quantité. 

Il semblerait, au surplus , que cette contradiction , trcs-rcelle 
à ce qu'il nous parait , n'a pas échappé tout à fait à quelquesr 
uns d'entre eux. On rencontre quelquefois , en effet , dans leurs 
écrits , l'expression grandeur mathématique , de laquelle on peut 
inférer qu'ils admettent des grandeurs qui ne sont pas mathé- 
matiques ; mais alors n'auraient-ils pas dû distinguer soigneuse- 
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ment les grandeurs qails appeMeot mathématiques, de celles qu ils 
ne réputaient pas être telles? Et ne se seraieot-ils pas vus de U 
sorte ramenés forcément à la distinction quil nous a semblé né- 
cessaire d'établir. £n procédant , au contraire » comme nous Ta- 
vous fait , en prenant les mots pour ce que nous leur avons fait 
signifier , tout se trouve dans une harmonie parfaite ; le mot ma- 
ihémaiiquts conserve son acception commune i et il devient tou- 
jours facile de distinguer nettement ce qui est du domaine des 
sciences mathématiques de ce qui leur est étranger. A la vérité , 
la signification des mots grandeur et quantité se trouve ainsi un 
peu plus restreinte ; mais il y a à cela plus d'avantage que d'in- 
convénient ; les mots ne devant figurer dans le langage que pour 
noter les difSérences entni les choses. 

Par tout ce qui précède , on se trouve naturellement conduit 
à se demander si le domaine des sciences mathématiques est teU 
lement circonscrit, si les limites en sont tellement invariables qu'il 
ne puisse recevoir à Tavenir de nouveaux accroissemensP Cette 
question revient évidemment i demander si la barrière qui sépare 
ce qui est réputé grandeur ou quantité de ce qui n'est pas rcr 
connu pour tel , est tellement inébranlable qu'il devienne à jamais 
impossible de la porter plus avant ; ce qui revient encore à de«- 
mander si tels objets qui aujourd'hui ne nojus semblent suscepti- 
bles que de comparaison vague , ne pourront pas , à une autre 
époqus t êire reconnus susceptibles de comparaison tout à fait ri« 
goureuse? Or , soit que nous comparions l'état de l'homme en- 
core sauvage à celui de Thomn^e civilisé , soit que nous compa- 
rions au siècle où nous vivons ceux qui l'ont précédé , tout sem- 
ble concourir à nous, montrer que le domaine des sciences mathé- 
matiques est de nature à s'accroître sans cesse , et nous avertir 
que nous ne pourrions sans témérité tenter d*en assigner la der- 
nière limite. 

Les voyageurs ont rencontré des peuplades sauvages qui , au- 
delà du nombre Wois , n'ont plus qu'une idée confuse des nom* 
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bres et un nom commun, pour les. exprimer tous. Certainement 
de tels hommes ne concevraient pas que Ion pût affirmer , avec 
certitude , de deux tas. de blé tant soit peu considérables , qu ils 
contiennent exactement le même nombre de grains. Ils conce- 
vraient encore moins que Ton pût s'assurer exactement de Téga- 
lité d'étendue de deux propriétés territoriales , de figure tant soit 
peu différente , comparer avec précision les temps nécessaires pour 
les ensemencer ou pour en recueillir les produits , et comparer 
aussi ces produits , sous le rapport de leur poids ; d'où Ton est 
contraint de conclure que, pour des hommes aussi peu avancés 
dans la civilisation , les grands nombres , Tétendue en surface , 
le te.mps et le poids des corps ne sont point encore de ces cho- 
ses que nous avons nommées grandeurs ou quantités. 

Mais nous-mcme , il y a moins de deux siècles , n'aurions pas 
cru possible de comparer rigoureusement la prababilité d'un évé-* 
nemcnt à celle d'un autre événement ; nous n'aurions pas cra 
davantage que Ton pût jamais comparer , avec exactitude -, les tem- 
pératures de deux localités éloignées , à une même époque , ou 
celle d'une même localité à des époques éloignées ; d'où Ton doil 
conclure qu'alors ni les probabilités ni les températures n'étaient 
pour nous des grandeurs ou quantités. Un essai extrêmement re- 
marquable de Maupertuis , sur le Bonheur , laisse même entrevoir 
qu'il pourrait n'être pas impossible de soumettre un )our les af- 
fections morales à des comparaisons rigoureuses ; de sorte qu'il 
est vrai de dire que rien ne semble devoir limiter le champ des 
sciences mathématiques , et qu'il n'est guère possible de prévoir 
à quel degré d'étendue le temps et les travaux accumulés de ceux 
qui les cultivent pourront un jour le porter. 

Parce que les sciences mathématiques n'ont pour ol^'et que les 
choses susceptibles de comparaison rigoureuse < on les a appelées 
sciences exactes. Il est clair qu'elles seules méritent proprement 
cette dénomination ; et voilà précisément ce qui leur assigne le 
premier rang entre les sciences , sous le point de vue de U certitude. 
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Dans tout ce qui précède nous avons eu soin d'accoler cons- 
tamment l*un à l'autre les deux mots grandeur et quarUiié , afin 
d*accoutumer mieux le lecteur à les considérer comme de parfaits 
équivalens. Désormais nous nous dispenserons de ce soin , et 
nous ne ferons plus simplement usage que de Tun ou de l'autre 
seulement. Il est toutefois assez commode d'avoir à choisir entre 
eux , surtout dans la construction des phrases où Ton est con« 
traint de les employer à la fois sous leur acception vulgaire et sous 
celle quil reçoivent en mathématiques. On évite de la sorte des 
locutions choquantes de la natures de celles-ci : la grandeur dune, 
grandeur i une certaine quantité de quantités^ que l'on peut alors 
remplacer par celles-ci : la grandeur dune quantité ^ une certaine 
quantité de grandeurs. Nous remarquerons aussi que , par cela même 
que le mots grandeur est réputé plus nohle que le mot quantité, 
on dit plus volontiers , dans le style élevé , h science des graruieurs 
que la science des quantités. 

DEUXIÈME LEÇON. 

Nous ne connaissons que des rapports^ 

Si , au moment présent , tous les objets matériels qui existent 
dans rilni^ers , uutre propre corps compris , devenaient tout à coup 
deux fois plus grands , dans tous les sens , et qu il en fût de même 
des intervalles qui séparent actuellement ces corps les uns des 
autres , aurions-nous quelque moyen de nous apercevoir d'un 
changement aussi subit et au$si étrange ? On serait dabord tenté 
de répondre aflirmalivemenl ; mais pour peu qu'on se donne 
la peine d'y réfléchir sérieusement , on s'assurera bientôt que la 
chose serait tout à fait impossible. On voit , en effet , que les 
objets qui se trouvaient dabord à la hauleur de noire main s'y 
trouveraient encore , puisque eux et elle seraient également deux 
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fois plus ëleyés au-dessus du sol. Pareillement ceux que nous ne 
pouvions atteindre qu'en élevant ou en abaissant le bras , n*ezi- 
geraient pas de noire part , pour être saisis , un mouvement dif- 
férent , puisque notre bras serait devenu exactement deux fois plus 
long. Et quanta ceux qui étaient d'abord hors de noire portée , nous 
n'aurions pas alors un plus grand nombre de pas à faire pour ar«> 
river à eux , puisqu^en même temps qu'ils seraient deux fois plus 
éloignés de nous , l'étendue de nos pas se trouverait doublée. 

Des considérations tout i fait semblables prouvent que si , à 
l'inverse , tout l'Univers et les intervalles entre les corps dont ii 
se compose devenaient tout à coup deux fois plus petits , nous 
serions également tout à fait dépourvus de moyens de la recon* 
naitre. 

C'est uniquement pour ne pas cboquer d'une manière trop brus* 
que les préjugés que le lecteur pourrait s'être fait sur ce sujet, 
que nous avons cru devoir nous arrêter d'abord à une supposi^ 
tion aussi modeste. Il est évident , en effet , que ce que nous ve- 
nons de dire du cas où l'Univers deviendrait tout à coup deux fois 
plus grand ou deux fois plus petit , nous pouvons le dire , à tout 
aussi bon droit , du cas où ce même Univers deviendrait subite- 
ment dix ; cent , mille , un million y mille millions de fois plus grand 
ou plus petit ; et pour peu qu'on y songe bien , on ne tardera guère 
à demeurer convaincu qu'un changement si énorme en apparence, de-* 
metirerait tout à fait inaperçu. Si donc quelqu'un affirmait que 
d'instant en instant l'Univers entier devient alternativement mille 
millions de fois plus grand et mille millions de fois plus petit , 
il nous serait tout aussi impossible de lui prouver qu'il se trompe , 
qu'il le serait à lui de nous prouver qu'il dit vrai ; de sorte que , 
quelque peu probable que la chose puisse paraître , il y aurait de 
la témérité à affirmer qu'il n'en est pas ainsi. 

Quelle réponse raisonnable peut-on donc faire k cette question : 
Quelle e&t la grandeur des hommes , des animaux , des arbres , de 
U terre , des astres ? Aucune absolument ; car , sans que nous 
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nous en don lassions , ceUe grandeur pourrait varier d^înslant à au- 
tre , auquel cas la réponse devrait varier, suivant T époque à la- 
quelle on la ferait , sans qu'où pût d'ailleurs savoir quelle elle 
devrait être à quelque époque déterminée que ce fût. 

Mais au milieu de tous ces changemetis , sinon réels du moin» 
possibles , il reste pourtant quelque chose d'invariable , et ce sont 
les rapports de grandeur des difTcrentes dimensions des corps , com- 
parés les uns aux autres* Tant que ces rapports subsistent , les cban- 
gemens absolus demeurent tout à (ait inaperçus ; de manière que 
ces mêmes rapports sont les seules choses perceptibles pour nos 
sens et pour notre intelligence ; tandis que la gi*andeur absolue 
des corps et des intervalles qui les séparent nous resteront à tout 
jamais inconnus. 

Tout n^esC pas fiction , au surplus , dans ce que nous avons 
admis tout à Theure comme une simple hypothèse , et , si la 
chose n'était complèten&ent inutile , nous pourrions invoquer ici 
le témoignage de l'expérience. Il est prouvé , par exemple , que 
ceux qu'on appelle myopes voient les objets plus grands, et que 
ceux qu'on appelle presbytes les voient, au contraire , plus petits 
qu'ils ne le paraissent aux vues ordinaires ; et cependant les 
uns et les autres en portent exactement les mêmes jugemens , 
parce que ces jugemens ne portent uniquement que sur des rap- 
ports , et que ces rapports sont exactement les mêmes pour tous 
les êtres doués du sens de' la vue. Il est également prouvé que 
l'action de la chaleur augmente les dimensions de tous les corps , 
tandis que l'action du froid les diminue ; mais ce phénomène n'au- 
rait jamais été découvert ^ si le chaud et le froid agissaient éga- 
lemefit sur tous les corps. C'est parce que leur action varie d'une 
substance à l'autre , c'est parce qu'elle change les rapports de 
grandeur que nous avons pu en être informés ; raais^ aussr n'a- 
vons-nous pu saisir que les différences , et il faut nous résigner 
à ignorer à jamais les changemens que faction du chaud ei cell^ 
du froid peuvent opérer dans le volume absolu des corps. 
Tom. XXI. 4» 
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Ce que nous venons de dire de Télendue peut également s'ap- 
pliquer à toutes les autres sortes de grandeurs, à la durée, par 
exemple. Si , en effet , tous les mouvemens , et par suite tous les 
changemens qui s'exécutent dans TUni vers, devenaient tout à coup 
un million de fois plus rapides ; pourvu qu'en même temps nos 
pensées se succédassent dans noire esprit un million de fois plus 
vite ; bien que la durée de notre vie ^'en trouvât singulièrement 
abrégée , nous ne songerions pas même à nous en plaindre, at- 
tendu que nous n'aurions absolument aucun moyen de nous en 
apercevoir. Cette durée pourrait, à Tinvcrsc , devenir un million 
de fois plus longue, sans que nous nous nn aperçussions davan- 
tage , pourvu que tous les mouvemens qui s'exécutent dans TU- 
nivers et la succession de nos pensées vinssent à se ralentir sui- 
vant la même loi. 

Et ici encore nous pouvons invoquer le témoignage de notre 
propre expérience. Chacun sait, en effet, que, dans l'absence de 
tout moyen extérieur de mesurer le temps, nous jugeons fort. mal 
de sa durée , et qu'un même intervalle de temps nous parait 
tantôt plus court et tantôt plus long , suivant la disposition d'esprit 
dans laquelle noujS nous trouvons. 

Demander donc si un jour est un intervalle de temps bien con- 
sidérable « est une question tout aussi insoluble que celle qui 
consiste à demander si une lieue est bien longue. On peut donc 
dire, avec vérité , que rien n'est proprement ni grand ni petit, 
. et que ces mots grand et petit , que nous avons sans cesse dans 
la bouche , n'expriment que des rapports. Le ciron , par exemple, 
est bien petit par rapport à Thomme; mais qu'est-ce que l'homme » 
par rapporta une montagne tant soit peu élevée ? Qu'est-ce que 
cette oionlagae par rapport à la terre? Qu'est-ce que la terre, 
A son tour, par rapport à notre système solaire? El qu'est-ce enfin 
que ce système par rapport à la vaste étendue des cieux ? 

J! est donc rigoureusement vrai de dire que tout ce qui existe 
dans la natprp se trouye placé entre deux infinis , Tun en graqde»r 
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et Taalre en petitesse, sans qu'il soit possible d'assigner, en 
particulier , le rang d'aucun des anneaux de cette chaîne sans 
limites. Si donc quelqu'un venait nous annoncer que Tun des glo- 
bules du sang de quelque animal que sa petitesse dérobe au meilleur 
microscope , renferme un Univers tout pareil au nôtre , ou bien 
encore que tout l'Univers visible fait partie de l'un des globules 
du sang de quelque animal , à peine visible pour d'autres êtres 
qui nous sont inconnus , non seulement nous devrions bien nous 
garder de le nier , mais nous ferions même preuve de bien peu 
de jugement si , a-près y avoir mûrement réflécbi ^ nous en té* 
moignons la moindre surprise. 

Si quelqu'un nous reprochait d'insister sur ce sujet , beaucoup 
plus qu'il ne semble nécessaire, nous lui répondrions qu'il ignore 
apparemment combien- sont peu nombreux les esprits dans lesquels 
les idées que nous venons d'émettre ont jeté des racines tant soit 
peu profondes. Que si , au contraire , d'autres pouvaient ne voir 
dans tout ceci que des exagérations , des hyperboles telles qu'en 
emploient quelquefois les rhéteurs et les moralistes , dans la vue 
de remuer fortement les imaginations , nous lui conseillerions de 
s'arrêter ici et de ne pas poursuivre plus loin l'étude d'une si icnce 
qui repose tout entière sur les principes que nous venons^ de dé- 
velopper. 

Voilà qu'à peine engagé dans l'étude des sciences. exactes noirs 
nous trouvons amenés à des considérations philosophiques d'un 
ordre extrêmement élevé, et tel doit être, en efifct , le résultat 
naturel des études bien conduites. Désormais , par exemple , nous 
laisserons le vulgaire s'extasier tant qu il lui plaira à la vue de 
l'organisation compliquée et délicate des animaux microscopiques 
en nous dis;4nt bien que , si l'organisation d'un animai es» une 
chose tout à fait digne d'admiration , il importe fort peu d'ailleurs 
que cet animal soit éléphant ou ciron ; et que , d-tiis IVspare même 
que noufi* jugeons le plus petit , il y a loujcjurs lîCiaicoup plus de 
place qM'il n'en faut pour y concevoir tout ce qu'il plaira à uo- 
ti'ii imagination d'y supposer. 
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On a vu souvent opposer aux idées de Ploléméc sur l'arrange- 
mcnl des corps célestes , et à celles de Newton sur la nature de 
la lumière , la prodigieuse vitesse qu'il fallait attribuer aux étoi- 
les dans le système de Taslronome grec et aux molécules lumi* 
neuscs dans celui du géomètre anglais. Certes , il est loin de ma 
pensée de vouloir ici prendre la défense du système de Piolémée, 
ni même de me prononcer sur celui de Newton ; mais ce n'est 
certes pas par ce coté qu'ils pourraient être vulnérables. Il n'est , 
en effet , aucune vitesse qui puisse raisonnablement être dite pro** 
digieuse , parce qu'il n'en est aucune qui soit tellement grande 
qu'on n'en* puisse concevoir une autre incomparablement plus 
grande encore. 

Nous nous plaignons souvent de la brièveté de notre vie. La 
vérité est pourtant que la vie humaine n'est , à proprement par- 
ler, ni longue ni courte. L*insectc éphémère qu'un même jour voit 
naître et mourir , peut , dans la courte durée de son existence , 
éprouver la même somme de sensations , d'idées et de jouissan- 
ces qu'en éprouve la carpe et le perroquet, dans une carrière de 
plus d'un siècle. La vie est toujours trop longue quand on l'emploie 
mal ; elle est toujours trop courte quand on en fait un bon usage. 

Nous parlons sans cesse de l'expérience des siècles , et nous nous 
appuyons des cinq à six mille ans de guerres , de révolutions et 
de désastres de tous genres dont nous possédons les chroniques , 
pour désespérer de toute amélioration sociale. Mais qu'est-ce , au 
fond , que cinquante ou soixante siècles , que serait-ce même qu'un 
million de siècles comparé à la durée possible des choses? Au lieu 
de dire , avec quelques hommes moroses , que le genre humain 
touche à l'époque de sa décrépitude , ne serait-on pas tout aussi 
fondé à penser qu'à peine débarrassé des langes de la première en- 
fance , il est appelé , peut-être , à des destinées que l'imagination 
la plus brillante et la plus féconde pourrait à peine concevoir ; et , 
peut-être pour peut-être , ne doit on pas préférer celui qui en- 
courage à celui qui afflige? 
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Il est donc tout à fait hors de doute que nos pensées et nos 
raisonnemens n'ont pas et ne sauraient même jamais avoir pour 
objet les grandeurs elles-mêmes , mais seulement les rapports que 
nous remarquons entre celles qui sont comparables. A la vérité 
nous semblons quelquefois employer les mots grand et petit dars 
un sens tout à fait absolu; mais, en y regardant de plus près , 
nous ne tarderons pas de nous convaincre qu'alors il y a toujours 
quelque comparaison sous-enlenduc. Ainsi , par exemple , lorsque 
nous disons d'un arbre qu'il est grand ou petit , nous le compa^ 
rons implicitement à la moyenne stature des arbres , au-dessus 
.ou au-dessous de laquelle nous entendons exprimer qu'il se trouve; 
et nous ne pouvons nous exprimer ainsi que parce que la hauteur 
des arbres a deux limites extrêmes , qui même ne se trouvent 
pas fort distantes Tune de l'autre ; mais il ne saurait plus dn être 
ainsi à Tegard d'objets dont la grandeur ou la petitesse n'ont point 
de limites nécessaires ; et celui qui , par exemple , demanderait 
qu'on lui traçât une ligne droite ou un cercle de grandeur or- 
dinaire ferait une question dont Tineptie serait manifeste pour tout 
le monde. 

De cela même que nous ne connaissons des grandeurs que les 
rapports qui existent entre elles , c'est aussi tout ce qu'il nous est 
possible d'en faire connaître à autrui. Envain tenterait-on de tor- 
turer la langue , d'y introduire des mots ou des tours nouveaux , 
jamais on ne parviendrait à lui faire exprimer une grandeur , in- 
dépendamment de quelque autre grandeur de sa nature. A la vé.^ 
rite , nous autres habitans de la terre i nous pouvons parvenir 
»à nous entendre assex bien , sur les longueurs et sur les poids , 
en les comparant à la taille et au poids moyen d'un homme , ou 
aux dimensions et au poids de quelque production naturelle ; et 
nous nous entendons également bien sur les temps, en les com- 
parant soit à la durée moyenne de notre vie , soit à celle des di- 
yerses révolutions célestes. Mais supposons que nous ayons à don- 
ner à un habitant d'un autre Univers dont nous ignorerions tout 
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à fail la strucrure , et qui ignorerait également lui-mcme com- 
ment les choses son( consliruécs ici bas , une idée de la longueur 
d'une aune , du poids d'une livre , de la durée d'un jour , cl nous 
reconnaîtrons bicnlôt que cela nous serait tout à fait impossible , 
parce que ces choses nous sont absolument inconnues à nous- 
méme (*). 



GEOUIÉTRIE ÉLÉMEI^TAIRE. 

Note sur la détermination du volume du seg- 
ment sphérique à deux bases parallèles ; 

Par M. B A R T. 

WVV\/\VWVW\IW\.'\/>iWVV\/VV\A^ 

Jr OUR fixer les idées , supposons que les deux bases du segment 
à mesurer soient situées du même côté du grand cercle dont le 
plan leur e&t parallèle. Soient a la plus grande base , p la dis* 
tance de son plan au centre de la sphère , b la plus petite base « 
q la distance de son plan au centre de la sphère ^ r le rayon de 
cette sphère; nous aurons d'abord 



(•) Dans cet essai , ccrîl fort à la hâte , je puis bien n*avoir pas dît tout 
ce qu'il fallait dire , et ce que j'ai dit je ne l'ai certainement pas aussi bien 
dit qu'il pourrait Tétre. Mais , si je ne me fais pas iltusioir, je crois n'a»- 
Toir rien dit d*inulilc* Cependant ^ combien de gens qai enseignent les roa- 
tbématiquei depuis longues aAoe'es, et passent môme pour les bien ensei- 
gner , qui n ont [amais songé à toutes ces choses cl ne se sont jamais avi- 
sés , à plus forte raison , d'y faire songer leurs auditeurs. A leurs yeux , 
des dëfiniiions , des ihcarèines et àf^s problèmes consliluent seuls toute U 
science. 



Digitized by 



Google 



A DEUX BASES. Sa; 

r'=:a'+p'=à'+q' , (i) 

d*où nous tirerons encore 

a-^b':^q-^p-=ip+q){q—p) ; 
de sorte qu'en nommant h la haufeur du segment, ce qui donnera 

q—p—h , (2) 

nous aurons 

a'-b'z=2(p+q)h , 
et , consëquemment , 

et alors les équations (3) et (3) donneront 

9=——+- . (4) 



Cela posé , soit f^le volume du segment ; ce segment est la diffé- 
rence de deux autres , ayant pour base commune le grand cercle 
parallèle à ses bases et se terminant à ses mêmes bases , et dont 
les hauteurs sont conséquemment q et p. Soient Q et P respec- 
tivement les volumes de ces deux segmcns , nous aurons 

F=Q^P . (5) 

Les deux segmens Q et -P sont respectivement composés de deux 
cônes ayant b ei a pour rayons de leurs bases et ^ et ^ pour hau- 
teurs et de deux secteurs terminés par des zones sphériques dont 
les hauteurs sont également q et p ] de sorte qu'on a 

Q=^f;jb'q+^fffr'q , Pzzlfsja'p+^mr'p , 

ou bien (i) 

Q:s\mb'q+^^fST(b'+q')q=^b'q+\^q' , 
P=i\^a'p'\^^^{a'+p')p=:vra'p^fvTp^ , 
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ce qui donnera , en subsliluanl dans (5) , 

r=«T(*v-«»-l-f^(7-/'*)=«<*V-«'A')+7«(9-A')(^'4-/'v+y')} 

c'est-à-dire (2) , 

r=cT(A'y— o»+f«*0«+/»9H-9') . (6) 
Mais les râleurs (4) donnent 

substituant ces valeurs daas (6) et réduisant , il viendra finalement 

F=zh h^tffA» , 

a 

qui est précisément le résultat donné par M. Legendré. 

Si , du volume de ce segment , on retranche le volume du tronc 
du cône qui se termine à ses* deux bases , lequel a , commt Ton 
sait f pour expression 

on obtiendra • pour le volume du corps engendré par un segment 
de cercle tournant autour d'un diamètre qui lui est extérieur , 

Mais , si Ton représente par c la corde du segment générateur ^ 
on aura 

ce qui donnera , en substituant , pour le volume cbercbé , 

whc* 

expression remarquable par sa simplicité. 
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PHILOSOPHIE MATHElf ATIQUE« 

Première, leçon sur la numération ; 
Par M. Gergonme. 



iVV\'V%a(W\W/\'VV\^aYW\ 



Un li?re extrêmement curieux et utile serait celui qui nous pré* 
senterait Thistoire délaillée de toutes les invenlions et découver- 
tes dans les sciences et dans les arts« Le défaut de documens suf- 
fisans semble devoir rendre , à tous jamais , impossible la compo- 
sition d'un tel ouvrage* 

Un livre plus utile encore peul<-clre y et que Ton conçoit exé- 
cutable , serait celui dans lequel , faute de savoir comment cha- 
que découverte a été réellement faite ,. ou expliquerait du moins 
de quelle manière elle a pu Tétre-. Le premier pourrait être re- 
gardé comme Xhidoirt dt T esprit humain. , tandis que l'autre^ en. 
serait le roman. Or ,. de même que la lecture des bons romans, 
dans lesquels tout est soigneusement disposé ppur Teffet qu'on 
veut produire , semble plus propre peut-être que celle des traités 
historiques à porter Thomme à la pratique des actions vertueuses, 
on est fondé à croire que pareillement Tétude de la succession d'i- 
dées par laquelle ow aurait pu le plus naturellement et le plus 
directement être conduit aux inventions et découvertes nombreu- 
ses dont les sciences et les arts sont en possession , sérail beau- 
coup plus propre à accélérer le développement de l'esprit humain , 

Tom. XXI, n.« ivi, i. «' yi/i/i i83i- ^3 
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que Tclude des tentatives , si souvent maladroites , et d'ordinaire 
très-lentes et très-compliquëes , des véritables inventeurs. 

Ce que je désirerais ici que Ton fit pour le système entier des 
connaissances humaines , je n*ai jamais négligé de le faire , dans 
mon enseignement , par rapport à la langue des nombres. Je vais 
présenter ici une première leçon sur cet intéressant sujet , telle 
que je désirerais qu'elle fût faite dans nos écoles. 



De même que Thabitude nous rend presque insensibles aux dé- 
fauts des institutions les plus vicieuses , aux inconvéniens des usa- 
ges les plus incommodes, cette même habitude nous empêche sou- 
vent de sentir tout le prix des inventions les plus ingénieuses » 
les plus utiles et les plus dignes de notre admiration. Nous som- 
mes depuis huit siècles , en Europe , en possession d'une langue 
des nombres qui est un chef-d'œuvre d'uniformité» de clarté et 
de concision , d'une langue qui , en quelques heures , peut é're 
complètement apprise , pour n'être jamais oubliée ; mais par cela 
même qu'elle est depuis très-long-temps connue , parlée et écrite 
par tout le monde , peu de personnes sentent bien toutes les dif- 
ficultés que présentait Tirstitution d'une telle langue , et tout ce 
qu'il a fallu d'adresse et de sagacité pour les surmonter. 

Afin donc de ne pas partager nous-même cette indifférence , aussi 
injuste que peu philosophique , pour une invention dont nous 
avons journellement à faire les applications les plus usuelles comme 
les plus sublimes , afin de bien saisir l'esprit et l'ingénieux mé- 
canisme de la langue des nombres , et de former ainsi notre in- 
telligence à l'art d'inventer , reportons-nous , pour un moment , 
par la pensée , à l'époque où ni cette langue , ni aucune de cel- 
les qu'elle a remplacées n'existait encore , et où conséquemment 
tout était encore à créer dans cette branche de notre savoir; et « 
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suppléant aux documens historiques dont nous sommes dëpouryus , 
par ce qui nous est connu de la marche ordinaire de Tesprit hu- 
main f dans ses diverses investigations » examinons par quelle suite 
de réflexions et de tentatives on a pu être conduit à une inyen* 
tion si précieuse. Efforçons-nous , en un mot , de substituer à 
rhistoire peu connue de la découverte de la langue des nombres, 
un roman qui ne sera pas dépourvu d'intérêt et d'utilité , s'il n'est 
pas tout à fait dépourvu de vraisemblance. 

Mais avant d'entrer en matière , et afin de nous rendre plus 
intelligibles , posons d'abord quelques principes généraux sur les 
langues , sur les divers genres de services que nous pouvons en 
attendre , et sur l'esprit qui doit présider à leur formation. Ces 
principes seront d'autant moins déplacés ici que la langue des 
nombres est peut-être la plus propre de toutes à bien faire res- 
sortir la toute puissante influence des signes surla faculté de penser. 

Les hommes , répandus sur la surface de la terre , y seraient 
éternellement demeurés étrangers les uns aux autres , s'ils n*étaient 
parvenus, au moyen d'une collection de signes sensibles , à s'aver- 
tir réciproquement de ce qui se passait dans leur esprit et des 
sentimens divers dont ils étaient animés. L'ensemble des signes 
destinés à un tel usage constitue ce qu'on appelle les langues , en- 
visagées sous le point de vue le plus général. 

Ces signes peuvent être permanens on fugitifs. Les signes de la 
première sorte constituent la langue écrite qui jouit exclusivement 
du précieux avantage de transmettre la pensée , sans altération 
aucune , à toutes les distances et à toutes les époques. Ceux de 
la seconde sorte appartiennent à la langue parlée dont l'effet est 
purement instantané , et qui ne pourrait transmettre la pensée 
qu'à des distances très-limitées , si la mémoire ne venait à son se- 
cours. A celle-ci se rapportent la langue d'actions et les sons inar- 
ticulés. L'usage de la langue écrite parait exclusif à l'homme , taû- 
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iVis qu'il partage avec tous les animaux , maïs dans un degrë évî- 

dent de supériorité , Tusage de la langue parlée. 

Les signes de Tune et de Tautrc langues peuvent être naturels 
ou comentionnels ; ceux de cette dernière sorte sont aussi appelés 
des signes d institution. Les premiers jouissent seuls de l'avantage 
précieux d'être universellement compris ; mais leur nombre est né- 
cessairement limité. Les derniers , au contraire , peuvent être in- 
définiment multipliés par le jeu des combinaisons ; mais il varient 
de |)euple à peuple , de siècle à siècle , et demeureraient à ja- 
mais inintelligibles pour qui ne serait pas mis au courant des 
conventions qui ont présidé à leur création. Ceux - ci paraissent 
être exclusivement à Tusage de l'homme ; tandis qu*il partage 
Tusage des autres avec tous les animaux. 

En considérant donc les signes de nos pensées sous ce double 
point de vue , nous nous trouvons naturellement conduits i les 
ranger sous quatre chefs principaux qui sont : 

I .® Les signes naturels fugitifs , tels que les cris , le rire , les 
pleurs , les gestes , etc« lU paraissent constituer à eux seuls la 
langue des animaux ; 

a .° Les signes naturels permanens , tels que les étalages de nof 
marchands , au-devant de leurs boutiques , le dessin , 1^ peinture, 
la sculpture , etc. ; telle devait élre aussi , sans doute , l'écritur^ 
hiéroglyphique , dans sa simplicité primitive ; 

3.^ Les signes converUionnels fugitif s , tels que les signaux en 
mer , les coups de canon dans une fêle publique , le pas de charge 
à la guerre , et presque tous les sons de nos langues articulées; 

4.® Enfin les signes conventions permanens , te|s que les marques 
distinctives.des grades dans Tarmée , les costumes variés de nos 
fonctionnaires et tous les caracières de nos langues syllabiqucs. 

Il est nécessaire d'observer , au surplus , qu'il en est de cette 
classification comme de la plupart des autres , et que 1 si elle sou- 
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Iflge notre attention , en offrant a notre esprit des points de re* 
pos , ce n'est , d'un autre côté , qu'une sorte de fiction , soayeiit 
peu conforme à Tëtat réel des choses. On conçoit, en effet, qu'il 
peut exister une multitude de nuances , soit entre le signe le plus 
naturel et celui qui Test le moins , soit entre le signe le plus du- 
rable et le signe le plus éphémère. Il y a donc des signes plus 
ou moins naturels , plus ou moins conventionnels , plus ou moins 
^Bgitifs , plus ou moins permanens; et c'est là une remarque qu'il 
ne faut jamais perdre de vue. 

Si , dans nos langues , soit parlées , soit écrites , on avait pu 
se borner au seul emploi des signes tout à fait naturels , les hom* 
mes , sans aucune culture préalable , se seraient facilement en-^ 
tendus d'un pôle à l'autre ; nous ne nous trouverions pas dans 
la déplorable nécessité de consumer les plus belles années de no* 
Ire vie à nous rendre familières les langues des divers peuples 
avec qui nous voulons correspondre , ou des divers écrivains que 
nous voulons consulter; et nous n'en serions pas réduits, à no- 
tre grand pr^ndice , à sacrifier à l'élude des mots un temps que 
«ous pourrions si utilement employer à l'élude des choses. C'est , 
par exemple , parée que les horloges parlent une langue fi>rt na-^ 
Inrelle que celles de Berlin sont tout aussi bien comprises par un 
Espagnol que le sont celles de Madrid par un Prusaîen ; et c'est 
encore parce que le dessin et la peinture aoat des écritures natu^ 
relies que nos badauds de Paris ne s'arrêtent pa^ avec moins de 
complaisance devant les carricatures de Londres que ne le font ceux 
de Londres devant les carricatures de Paris. La foule ne se porte 
guèt-e , au contraire , devant les étalages de nos marchands de 
musique « parce qu'une éducation spéciale est nécessaire pour l'in- 
telligence des caractères musicaux , qui n'ont de sens qu'en vertu 
de certaines conventions ignorées du gros du public. 

Mais les nuances de nos idées sont si nombreuses et si variées 
que , même dans l'état de civilisatron le moins avancé , les signes 
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naturels n'auraient pu suffire pour les exprimer toutes sans con-^ 
fusion ; et comment d'ailleurs exprimer autrement que par des 
signes de pare insûiution , tant d'idées dont Tobjet n'a aucune 
prise sur nos sens et ne peut être offert à aucun d'eux ? Il est 
probable , toutefois , que l'usage des signes naturels a dû précé- 
der partout l'usage des signes de convention , et en aura même 
fait naître l'idée. On peut conjecturer , avec assez de vraisemblance, 
que , soit par la négligence ou la maladresse de ceux qui les em^ 
ployaient , soit par le désir de rendre la langue plus concise , 
soit enfin par le besoin d'étendre aux idées intellectuelles les signes 
des idées sensibles, ces signes se seront graduellement altérés et 
éloignés de leur formes primitives ; que voyant que les altérations 
qu'ils avaient subies n'empêcliaient pas d'en retirer les mêmes usa- 
ges , on aura conçu l'idée d'employer , concurremment avec eux , 
d'autres signes de pure institution qui peu à peu auront prévalu 
et seront demeurés seuls dans nos langues. 

Si les conventions qui ont donné naissance aux signes de cette 
dernière sorte avaient pu être , à la fois , universelles et dura-^ 
blés , une seule langue nous aurait suffi pour nous mettre en rei^ 
lation soit avec nos contemporains de toutes les contrées , soit aTec 
les écrivains de toutes les époques i et on ne saurait douter que 
la civilisation n*y eût trouvé un immense avantage ; mais , d'une 
part f l'isolement où ont long-temps vécu , les uns des autres , le* 
différens peuples de la terre et la diversité de leurs mœurs et de 
leurs usages , et de l'autre , les altérations progressives , et en sew 
divers , que les signes de nés idées ont successivement éprouvées 
u'ont point permis qu'il en fût ainsi, et ont prodigieusement mul- 
tiplié les idiomes , soit chez les anciens , soit chez les modernes. 
C'est là un très-grand mal sans doute , mais c'est un mal qui ne 
pourrait trouver de remède que dans l'institution d'une langue phi- 
losophique , Ircs-difficile à créer , bien plus difficile encore à faire 
universellement admettre , et qui d'ailleurs subirait bientôt, peut- 
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être f les mêmes altéra lions que toutes les autres ont tour à tour 
éprouvées. 

Le besoin d*une communication prompte d'idées et de senti* 
nieos , entre les hommes qui habitent une même contrée , a fait 
créer les langues parlées ; on a trouvé ensuite , dans les langues 
écrites, le moyen de correspondre à toutes distances , sans dé- 
placement , de mettre en dépôt ses propres pensées et celles d*au<- 
fi'ui , de manière a pouvoir les conserver sans altération , les re-^ 
trouver à volonté , et se mettre ainsi à Tabri des erreurs aux- 
quelles pourrait nous exposer Tinfidélité de nos souvenirs. Mais le 
plus grand service, peut-être, que nous retirions des langues, 
s'oit parlées , soit écrites , service qui pourtant n*a été bien aperçu 
que dans des temps très-voisins de nous , consiste en ce qu'elles 
ne sont pas moins l'instrument que le signe de la pensée ; de 
telle sorte qu'elles ne seraient pas moins nécessaires à Thomme 
isolé , pour perfectionner son intelligence , qu'elles le sont à l'hom- 
me vivant en société , pour entrer en communication d'idées avec 
tout ce qui l'eiivironne ; or , de même qu*un artiste exécute des 
ouvrages d*autant plus beaux et les exécute d'autant plus facile- 
ment qu'il est pourvu d'outils plus parfaits , on peut dire , avec 
fojùt autant de vérité , que le progrès plus ou moins rapide de 
l'esprit humain se trouve dans la plus étroite liaison avec la plus 
ou moins grande perfection des langues dont les hommes emprun- 
teront le secours dans la recherche des vérités nombreuses qui 
sont encore à découvrir. 

• Les hommes même qui sentent le mieux tonte l'influence des 
signes sur les idées ne sauraient guère perfectionner les langues 
Tulgaires , livrées comme elles le sont au caprice de la multitude; 
tAs ne pourraient davantage tenter des réformes de quelque im^ 
portance dans la langue des sciences , sans s'exposer à indisposer 
eontre eux tous ceux dont ces réformes contrarieraient les habi- 
tudes ; mais il n'en importe pas moins de noter soigneusement , 
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dans ta langue de chaque science » ce qui mérite d*étre conservé 
et ce qui , au contraire , pourrait réclamer d'utiles modifications, 
ne fusse que pour préparer , de longue main , les esprits à ces 
modifications et pour hâter ainsi Tépoque où le progrès de la rai* 
son pourra permettre de les introduire. 

Ce serait peut-être ici le lieu de poser quelques principes fixes 
sur ce qui , en général , constitue la perfection des langues ; mai& 
des principes purement abstraits pourraient ne pas captiver suffi* 
samment l'attention du lecteur , ou du moins ne lui présenter qu ua 
attrait médiocre ; nous croyons donc plus convenable de ne les 
lui offrir qu à mesure que nous aurons Toccasion de lui eu faire 
sentir l'importance ^ par leur application à l'objet spécial de nos re- 
cherches^ 

IVeyenons donc à notre sujet ; rappelons-^nous qu*il s'agit de 
créer une langue particulière pour les nombres , c'est-^à-^ire d'in- 
venter des signes propres à nommer et à écrire uniformément tous 
les nombres naturels dont la série est illknitée* C'esi à cet ari 
qu'on a donné le nom de numération. La numération devra donc 
comprendre deux parties bien distinctes , savoir : la numiraiiom 
icriit ou l'art de peindre les nombres aux yeux par les signt» 
permanens de l'écriture , et la numéraiion parlée ou l'art de rap-» 
peler les npn^bres à l'oreille par les signes Jugitifs de la voix. 

On conçoit d'ailleurs que ce double but peut être alteint par 
divers ensembles de moyens plus ou moins heureux , plus ou moins 
convenablement appropriés à leur destination. Ainsi , les Grecs 
avaient leur numération , les Romains avaient aussi la leur , et 
ui Tune ni l'autre ne ressemblaient à la nâtre. En conaéquencet 
on a ii^'^^Xé système de numération ^ ,\Qx^ ensemble de moyens ima-r 
ginés pour peindre et nomiper tous les nombres ; et c'est dans ce 
sens qu'on dit qu'il est poslible de con/ceyoir plusieurs aystèmes 
de numération , comme nous avons plusieurs langues vulgaires^ 
Dansi chacun d!^eux les caractères , autres <|va ceui^d^ l'écriture 
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ordinaire que Ton consacré à peindre les nombres , sonToppclés 
dfes chiffres. 

Nous employons ici , comme Ton Toit , le mot système dans le 
scnsqu*7 attachent les naturalistes , €*cst*à-dire , comme signifiant 
un ensemble de moyens propres à conduire à un but déiermmé ; et 
c*cst dans re sens que Ton dit , par exemple , en botanique « les 
sysicmes de Linnce , de Tourncfort , de Jussicu , de Lamarck , etc. 
Mais malheureusement ce mot , comme tant d*aulrcs » a encore 
une antre acception assez dlfierente de celle-là. Le mot sjrsième , 
en effet, signifie aussi , très* souvent , une supposition purement gra^ 
tuite à laquelle on a recours , dans la pue if expliquer comment pour^ 
raient être produits des effets dont les causes sont inconnues ; et c'est 
dans ce sens , par exemple , que Ton dit , en parlant des phé- 
nomènes électriques , les systèmes de Dufaye , de Franklin , d'GEpi- 
nus , de Coulomb , etc. Nous sommes donc obligés de prévenir , 
avant d'aller plus loin , que ce n'est jamais sous cette dernière 
acception que le mot système est employé quand il s'agit de nu- 
mération. 

Lorsqu*on songe à inventerun système de numération , la première 
pensée qui doit s'offrir aux inventeurs , s'ils sont guidés par ta saine 
raison , c'estd'établir en Ire la numération parlée et la numération écrite 
une relation assez intime pour qu'en entendant nommer un nom* 
bre on sache de suite comment il doit s'écrire , et qu'à l'inverse, en 
le voyant écrit on sache aussitôt de quelle manière il doit être énonce 
dans le discours. C'est ainsi qu'il en arrive pour nos langues vulgai* 
res d'Europe où , abstraction faite de quelques bizarreries de l'or* 
thographe , nous sommes à la fois en état d'écrire sous la dic- 
tée un mot que nous entendons prononcer et de prononcer un 
mot que nous voyons écrit pour la première fois , sans même que 
nous ayons aucunement besoin d'en connaître la signification , et 
quand bien même il n'aurait de sens dans aucune langue. 

Quelque simple et quelque naturelle que cette idée puisse pa^ 
raitre , il est pourtant sur la terre de grandes nations qui ne s'en 
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sonl poinl avisées , et cbcz lesquelles la langue écrite est essen- 
tiellement dîfierenle delà langue parlée* Aussi, tandis que tout 
le monde y sait parler comme parmi nous , on y rencontre très- 
peu de gens qui sachent lire et écrire ; et voilà , sans doute , pour* 
quoi la civilisation y esl depuis si long-temps stalionnaîre ; tant 
il est vrai que la desiiuée des peuples tient souvent à bien peti 
de chose. 

De tous les systèmes de numération , le plus simple et le plus 
naturel sans doure qu*on puisse imaginer, et duquel , pour cette» 
raison , on. rencontre des traces presque partout , est celui qui. 
consisterait à inventer un chiffre et un mot pour écrire et nommer 
T unités et à écrire ou énonur un nombre quelconque , en écrivant 
ce chiffre ou en prononçant ce mot autant de fois que le nombre- 
qu'il s agirait décrire ou dénoncer contiendrait d unités. ' On conçoit 
d'ailleurs que ce chiffre et ce mot ne pourraient être que de purs, 
signes d'institution ; car un caractère d'écriture et un son de la; 
voix ne sauraient avoir aucune liaison nécessaire avec Tidée gé- 
nérale, de Tunité , qui est une Idée purement intellectuelle ; mais^ 
à cela près , cette langue des nombres serait très-nalurelte , puis- 
que rien n'est plus propre à donner Tidée du nombre que Fim- 
pression que nous recevons d'une colitecfioa de signes semblables. 
Le choix du chiffre et du mot ser^ien^ d'ailleurs tout à fait in- 
différent. Il conviendrait seulement d'adopher de préférence un ca- 
ractère facile à tracer et un mot d'une sevie syllabe. 

£n destinant , par exemple , à cet usage noire chiffre i et soa 
nom un , qui remplissent complètement ces condilio«s , les nom- 
bres que nous appelons vulgairement un , deux , trois , quatre ...... ^ 

c'est-à-dire , les nombres de la suite naturelle s'écriraieut respec-^ 
tivement comme il suit : 



I9 II» 1119 iiii, 
et se prononceraient de la sorte : 
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un , un un , un un un , un un un un , 



C'est exactâoicnt de cetle manière que les Romains écrivaient 
les quatre premiers nombres naturels ; et c^cst également à ce sys- 
tème que Ton doit rapporter et les failles dont se servent les gens 
du peuple qui font compte chez les boulangers , la manière dç 
marquer les points au billard , les jetons qu'on donne et quoa 
Reçoit dans la plupart des jeux de cartes et beaucoup d'autres in* 
veniions analogues. Le signi; peut varier d'un cas à Tauire , mais 
ridée fondamentale demeure constamment la ipême ; c'est tou- 
jours , dans tous les cas , un même signe répété autant de fois 
,que Ton veut exprimer d'unités. A la vérité , ceux, qui font usage 
de cette manière de rappeler aux yeux l'idée des nombres , les 
énoncent de la même manière que nous ; mais les horloges , lors- 
.qu'elles sonnent les heures, se conforment exactement a l'esprit 
de ce système. Elles ne disent pas , comme nous , un , deux i 

trois , quatre» « mais elles répètent le son par lequel ePes 

avertissent qu'il est une heure autant de fois qu'elles en veulent 
indiquer. 

* Outre que Tadoption d'un tel système serait peu fatigante pour 
4a mémoire qui n'aurait à se charger que de la forme d'un ca- 
ractère d'écriture et d'nii son unique , il offrirait le précieux avan«> 
iage d'une liaison étroite entre le signe et l'idée signifiée; Car,, 
comme nous l'avons déjà fait observer , il est. presque impossible 
de voir plusieurs signes ou objets pareils , il est presque impos*- 
sible que l'oreille soit frappée plusieurs fois consécutivement d'un 
même son, sans qu'aussitôt^ et presque involontairement , l'idée 
d'un certain nombre d'unités ne soit réveillée dans l'esprit» C'est 
idonc là une langue très^naturelle ; aussi est-elle universellement 
comprise par tout lé monde , sans qu'elle ait aucunement besoin 
é être enseignée* • 
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C'est aussi <i'ordinairc le moyen auquel on a recours pour ap« 
prendre à compter aux enfans en bas âge , auxquels on fait ac-* 
quérir les premières notions sur les nombres , en leur monirani 
plusieurs objets semblables , tels que des jetons , des Fruits ou même 
les doigts de la main. Mais nous ferons remarquer qu'en pronon- 
çant successivement ies mots i/n , deux, trois ^ , sur tous les 

doigts, comme on le fait communément , on court le risque de 
leur faire prendre le change , et de leur faire croire que ces 
mots sont des noms individuels imposés aux différens doigts. Il 
faut donc ne prononcer le mot deux ni sur un doigt ni sur un 
autre « mais sur Ten^emble de deux doigts. On prononcera pa-^ 
reillement Le mot trois sur Tensemble de trois doigts , et. ainsi 
du reste , en leur expliquant bien que chaque doigt isolé s'ap* 
pelle un. Nous qous plaignons assez souvent du peu d'aptitude des 
enfans pour les choses que nous voulons leur enseigner , et nous 
ne songeons pas que , la plupart du temps , la lenteur de leurs 
progrès â pour cause principale notre maladresse dans la manière 
de les instruire* 

Quelque simple et ingénieuse qu^une invention puisse paraifre 
i certains égards , ce n'est qu'après l'avoir envisagée sous toutes 
jses faces que Ton peut exactement en apprécier le mérite* Exa-» 
minons donc si les avantages , incontestables daillcurs , du système 
de numération que nous venons de décrire ne se trouveraieni pas 
plus que compensés par les incouvéniensde diverses sortes quepouF-> 
rait entraîner son adoption. 

Un inconvénient qui frappe d'abord , c'est qu'un nombre un peu 
grand ^ écrit suivant ee système , occuperait un espace fort consi- 
dérable , et qu'il faudrait beaucoup de temps pour l'écrire et guère 
moins pour l'énoncer. Ainsi , par exemple » en ne mettant que 
rintervallc d'une ligne du pied de roi entre les chiffres et un in- 
tervalle d'une seconde entre les mots, l'année dans laquelle nous 
nous trouvons occuperait dans l'écriture une longueur de plus de 
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lieux toises , et demanderait au-delà d'une demi-heure pour être 
«énoncé. 

A cet inconvënient , déjà plus que suffisant pour faire abandon^ 
ner une pareille invenlion , yient s'en joindre un autre , peut»- 
4tre beaucoup plus grave encore ; il naît de la confusion 
que laisse inévitablement dans Tesprit cette multiplicité de ca- 
ractères et de mots semblables , du moment qu'ils deviennent 
tant soit peu nombreux. Ecrivons , en effet , de cette manière, deulL 
nombres un peu grands et peu différens , tels , par exemple , que 
ceux-ci : 

tiiiit i^iiiiit m I tt ; irf ii'f iiiiiiiTiitiirr ; 

il serait certes bien difficile de prononcer , Sl la simple vue , s'ils 
sont égaux ou inégaux , et , lors mcmc qu*on serait averti à l'a- 
vance qu'ils sont inégaux , on aurait peine à reconnaître quel est 
le plus grand des deux ; et il en irait exactement de môme si , 
au lieu de les voir écrits , on les entendait énoncer, tour à tour, 
de la manicfc qui a été expliquée plus haut. Pour peu même 
que les chiffres du plus grand seraient serrés plus que ceux du pi us^ 
petit , ou que la lecture en serait plus rapide , on pourrait très- 
bien prendre le change, et juger le plus grand des deux celui-là 
précisément qui serait le plus petit. On en serait réellement ré* 
duit à juger de la grandeur relative des nombres par le plus oii 
le moins d'espace qu'ils occuperaient , par le plus ou le moins de 
temps qu'exigerait leur énonrc ; moyens peu propres , on lèsent 
fort bien , à les faire exactement apprécier. 

On apercevra très-sensiblement le vice radical d'un tel système, en 
supposant qu'entendant sonner une horloge , vers les dix ou onze 
heures du matin, on écoute attentivement les coups de cloche, 
sans songer , en aucune sorte , aux noms vulgaires des nombres; 
il est manifeste que , quelque soin d'ailleurs ^u'on y apporte , 
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on se trouvera dans Timpuissance de dire exadtemcnf quelle heure 
rhorloge a indiquée. 

. Dans certaines contrées sauvages où on ne s'est pas encore avisé 
.de donner des noms coIlecli(s aux divers groupes d'unités , on n*a 
d'autres ressources» pour faire un partage égal de fruits ou d'à u«- 
tres objets , entre plusieurs individus , que celle d'en donner , tour 
à tour , un à chacun des copartageans , jusqu'à entier ëpuise^^ 
ment de la quantité à partager. Après le partage fait, les ayant* 
droit n'ont qu'une idée confuse de la valeur de leurs parts ; mais 
ils savent que ces parts sont égales , et c'est là ce qui leur îm* 
porte principalement. Veulent-ils s'assurer qu'entre deux nouvel- 
les lunçs .CQnséculiyçf I il $'^cpu1q 4\n ifieaic ^04»&r« dç jours? 
A partir d'une nouvelle lune , ils mettent chaque jour une petite 
pierre en réserve » jusque Ia nouvelle lune suivante ; ils en fout 
de même de celle-ci à celle qui la suit immédiatentent ; ils ont ainsi 
deux tas de petites pierres , et > pour s'assurer qu'elles sont en 
même nombre dans Tun et dans l'autre » ils n'ont d'autres res- 
sources que d otcr continuellement , et à la fois » une pierre de 
cbaqqe tas , afin de voir s'ils seront épuisés en même temps. C'eU 
là aussi où nous en serions nous*mêmçs rédmts ^.pour nous assu- 
rer de l'égalité de deux nombres , dans le système de numéra- 
tion dont il est question ici ; mats nous saurions simplement ainsi 
que ces deuil noi^bres sont égaux , sans savoir hieo clairement 
ce qu'ils sont l'un et l'autre. 

Une expérience fort siivple peut aisément nous convaincre que 
notre intelligence » réduite à ses propres ressources , et tQtalemeut 
dépourvue de signes et de moyens arii6ciels , ne serait guère ca-* 
pable de concevoir nettement Tidée de plus de trois unités. Si , en 
effet , nous voulons prononcer un même mot ou répéter un même 
acte quatre fois consécutivement , et avoir bien la conscience de 
ne l'avoir répété ni plus ni moins de quatre fois , nous aurons 
naturellement soin de faire une petite pause , réelle ou mentale , 
entre la deuxième et la troisième ; ce qui revient à considérer qua^ 
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lire comme deax c'olleciions dé deux unîiés. Voulons-nous vépé^ 
ter ce même mot ou ce même acte cinq fois? Nous ferons une' 
pose 9 rëcUe ou mentale , soit entre la seconde et la troisième , 
soit entre la troisième et la quatrième ; ce qui revient à consi- 
dérer cinq comme deux augmenté de trois ou comme trois aug- 
menté de deux. S*il est question de le répéter six fois , nous con- 
sidérerons six comme formé de trois groupes de deux unités ou ' 
comme formé de deux groupes de trois unités. Nous userons na- 
turellement d^artifices analogues pour les nombres supérieurs à 
six , du moins tant qu'ils ne dépasseront pas une certaine limite 
au-delà de laquelle notre art pourrait fort bien devenir tout à faiti 
impuissant. C'est sans doute un pareil instinct qui a déterminé 
les poètes à ménager , dans les grands vers , des repos , faute 
desquels ils n^auraient eu aucun cbarme pour Toreille , incapable 
alors de juger si le rytbmc y est exactement observé ; et c'est , 
en effet ;' à Taide de ces mêmes repos que nous nous assurons 
qu'un vers est exart ou détcclueux , sans être tenus d'en compter 
les pieds un à un. 

Les remarques et les réflexions qui précèdent sont plus que 
suffisantes pour montrer , qu'exceplé pour de très-petits nombres , 
le système de numération qui s'est le premier offert à* notre pen- 
sée , et dont l'apparente simplicité avait pu un moment nous sé- 
duire , ne saurait , en aucune sorte , être adopié comme moyen* 
général d'écrire et de nommer les nombres. Aussi voyonS-nous 
que , pour la numération érite , les Romtiias l'avaient abandonnée 
au-delà de quatre , et qu'ils n'en ont jamais fait usage pour là 
numération parlée (*). 



(^) Pour ne rien laisser à dire sur ce système , nous devons ajouter , à 
Tusnge des personnes à qui les ope'rations de rantlimëtique ne sont pas tout 
k fait étrangères , qii^ils rendraient ces opérations d'une exécution extrêmement 
faciles , car , par exemple , pour ajouter on nombre à an antre , il suffirait' 
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C*csl une chose fori ordinaire à resprît humain , lorsqu'il s'est 
mal trouvé d*un parli extrême , auquel il avait d'abord cru de- 
voir s'attacher à raison des avantages qu'il avait pensé pouvoir 
s*en promettre , de se jeter aussitôt dans l'extrême contraire. Il 
est donc présumable que , frappes des défauts du système que 
nous Tenons de repousser , les hommes auront songé aussitôt à un 
système tout contraire, consistant à ini^enUr un chiffre particulier 
pour représenter chacun des nombres naturels , à donner un nom à 
ce chiffre et à contenir que le nom du chiffre serait aussi le nom du 
nombre çu'i/ représenterait. C'est ainsi que nous en usons nous- 
mêmes pour les neuf premiers nombres naturels ; de sorte que , 
pour continuer sur le même plan « il ne serait questions que d'in- 
ycnler de nouveaux caractères et de nouveaux mots pour écrire 
et nommer les nombres que nous appelions douze , treize , qua-* 
torze , 

Ce système sauve complètement les inconvcniens qui nous avaient 
frappés dans Tautre et qui ncus avaient déterminé à lui donner 
l'exclusion. On voit, en effet , qu'en l'adoptant , il ne faudrait nf 
plus d'espace ni pliis de temps pour écrire et énoncer un grand 
nombre que pour en écrire et énoncer un petit , puisque l'un et 
l'autre s'écriraient avec un chiffre unique et s'énonceraient par 
un seul mot. Ajoutons qu'on ne courrait plus alors le risque de 
confondre entre eux , soil dans l'écriture , soit dans l'énoncé , 
deux nombres qui ne différeraient seulement Tun de l'autre que 
par quelques unités , puisqu'à chacun d'eux se trouverait affecté 
un chiffre et un nom spécial. 

Mais , pour peu qu'on se donne la peine d'y réfléchir , on com- 
prendra aisément que l'adoption d'un tel système nous priverait 



d'écrire le secon I à la droite du premier , et , poar Ten retrancher , il sof« 
firaii de supprimer dans le premier aatant d*anite's qu^en offrirait le second. 
On trouverait dans les autres opérations une facilita analogae. 
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coniplèlenMiit des avantagée précieux qmi n«M aTaient 4 abord aié- 
duits dans Taulre. Il ne manque pas de gens , en effet , k qui 
on a bîeQ de la peine à enseigner à lire et à écrire, parce qu'ils 
ne peuvent que dilficilement parvenir à dia»in|(uer les unes des au* 
Ires , de manière a les nommer sans hésitation » les vingt^quatre 
lettres de notre alpbabet , et qu'ils ne peuvent que plas diffici- 
lement encore apprendre à les figurer avec la plume. Die telles 
gens éprouveraient évidemment le même embarras et les même» 
peines pour apprendre seulement , dans un pareil système de nu.« 
mération « à nommer et à écrire les viogtrquatre premiers nombres 
naturels , ce qui serait certes ti'ès-loin de pouvoir satb&ire mâme 
aux besoins d^une civilisatiou encore au berceau. 

Des supputerions faites s«f des résultats d expériences , en petit , 
ontconduti à coii^cturer » avec quelque vraisemblance, que toiftâe 
la durée de la vie d'un komme d'une capacité iH>mmune lui suf- 
firait à peine pour apprendre à discerner , les uns des autres , 
cinquante mille caroc-tères différeoa , en retenir les noms et ap.- 
pliquer sûrement chaque nom i choqse caractère. Voilà donc 
qu en adoptant un semblable système de nnmératioa , tout le cours 
de la vie humaine serait aéressaire pour apprendre à nommer et 
écrire , à volonté , les cinquante mille premiers nombres natu- 
rels , sans qu'il nous restât du temps pour faire quelque utile ap- 
plication de cette vaine connaissance , lorsqusaprès beaucoup de 
temps et de peine , nous serions parvenus à Tacquérir. 

Nous avons fait , d'ailleurs , une concession beaucoup trop large , 
en admettant qtie , dans ce syetème » les oombves écrits occupe- 
fuient peu d'espace , eeiigeraient peu de temps pour ttre énoncés , 
et se distingueraient très-facilement les uns des autres, soit dans 
récriture , soit dans le langage. Nous n'avons que vingt-quatre 
caractères seulement dans notre alphabet, et viiigt-quatre noms qui 
leur répondent , et déjà , pour n'avoir point voulu compliquer trop 
les uns et les autres , il arrive fort souvent qne , SQfit dans l'écris 
Tom. XXL 45 
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turc cursive , soil dans un énoncé rapide , plusieurs de ces ca-^ 
ractères et de ces noms se distinguent mal les uns des autres; 
combien de gens , par exemple , qui , pour écrire le mot mint^ 
mum , ne font autre chose que d'écrire quinze barres verticales 
consécutives, sur l'assemblage desquelles ils placent deux points 
à peu près au hasard. On conçoit , d'après cela » que , s'il fallait 
seulement inventer cinquante mille caractères et leur imposer des 
noms , de telle sorte que deux de cw caractères et de c^s noms 
ne risquassent jamais d'être pris l'un pour l'autre , ce ne serait 
pas par des formes et par des sons très-simples que Ton pourrait 
se flatter d'y parvenir. 

Remarquons bien d'ailleurs qu'il n'en estpoint du tout ici comme 
des mots de nos langues vulgaires, qu'il y a souvent peu.d'in- 
convéniens à écrire mal et a mal prononcer , attendu que le sens 
du discours , dans lequel ces mots se trouvent enchâssés « offre d'or- 
dinaire un préservatif suffisant contre les méprises qu'on pourrait 
commettre ; tandis que communément les mots qui précèdent et 
ceux qui suivent un nombre mal écrit ou mal prononcé ne sauraient 
offrir aucune lumière pour en découvrir la véritable signification (*)• 

Ce que nous venons de dire ici de la langue des nombres est 
exactement applicable à nos langues vulgaires. On pourrait fort 
bien tenter, en effet, d'écrire et d'énoncer toutes nos pensées à 



(*) Ajoutons , poar les iectears â qai les procédés da calcal ne sont pas étran- 
gers, qae , dans ce système de numération, les grands calculs seraient à peu 
près impossibles. L*art d^opérer sur les grands nombres se réduit , en effet , 
à décomposer les calculs en d'autres plus simples , dans lesquels les nombres 
sur lesquels on opère n*ont qu*un chiffre unique , et dont il faut savoir les 
rcsuluis de mémoire. Or , ici les nombres étant tous d*an seul chiffre , il 
faudrait, savoir de mémoire tous les résultats d'opérations, sans avoir aacone 
ressource pour les découvrir. 
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Taide d*UD caractère et d'un son unique , de la lettre a , par exem- 
ple , et de son nom. Il suffirait pour cela de convenir de rem- 
placer chacun des mois de' nos langues par un nombre d'à plus 
ou moins grand , ëcris ou prononcés consécutivement ; et nous ne 
ferons pas à nos lecteurs l'injure de nous défier assez de leur in- 
telligence pour leur expliquer au long tout ce que cette pratique 
entraînerait de confusion dans l'écriture et dans !e langage* On 
pourrait tenter , à l'inverse, de remplacer par un caractère et un 
son particulier chacun des mots de nos langues; mais alors Tart 
de lire et d'écrire deviendrait un art très-difficile , comme il Test 
chez quelques peuples de TOricnt. 

Voilà donc deux systèmes de numération tout i fait opposés Tun 
& l'autre , que nous sommes également contraints de rejeter , at* 
tendu que Tun et l'autre ne seraient d'un usage supportable que 
pour de très-petits nombres seulement ; d'où l'on voit , pour le 
dire en passant , qu'ici » comme dans. tant d'autres rencontres, les 
partis extrêmes ne sont pas ceux desquels on retire le plus d'a- 
vantages. Nous sommes donc ' naturellement amenés à nous de- 
mander si Ton ne pourrait pas imaginer quelque système de nu- 
mération dans lequel , en sacrifiant le moins possible des avanta- 
ges que nous avons reconnu appartenir à ceux dont il vient d'ê- 
tre question , on ne rencontrât , qu'au moindre degré possible , les 
inconvéniens qui nous ont déterminés à les rejeter l'un et Taulre, 
Voici comment les Arabes , ou plutôt les Indiens , sont parvenus 
à résoudra cet important problème* 

On conçoit que , dans l'expression des quantités , on peut pren« 
dre également pour unité soit, un objet unique , soit une collec- 
tion de plusieurs objets pris antérieurement pour unités , et c'est à 
cela I en particulier , que revient , dans le commerce , l'usage où 
Ton est de livrer certaines denrées à la douzaine ou au cent» 
On p/oit faire j^lus encore , on peut former de plusieurs unités 
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•impies une unité collective à laquelle on înnposéra nti nom ; faire 

ensuite de plusieurs uniiés collectives réunies une unité collective 

d'un ordre plus élevé , à laquelle on imposera un autre nom , et 

ainsi graduellement ; et exprimer ensuite les quantités en faisant 

connaître combien elles contiennent d'unités collectives dt chaque 

ordre. 

C'est U , en effet , ce qui se pratique cbtbmunément. Par exem- 
ple , de vingt-quatre unités de poids appelées grains , on forme 
une unité collective appelée denier ; de trois deniers oii forme 
une unité collective^ appelée gros ; de huit gros on fotme une 
unité collective appelée once ; de seize onces on forme une unité 
collective qu'on a appelé /iV/v ; et on exprime le poids d'uri corps 
en exprimant combien ce poids contient de livres , d'onces 9 dt 
gros , de deniers et de grains. 

Ces choses ainsi entendues , convenorts , {M)ur toutes sortes de 
quantités, de fôrooer de dix unités simples f que nous ap{>ellerdns 
aussi aniié du premier ordre , une unité collectire <Jue notis appel- 
lerons é//zaiW <m dix\, oamréme sinïpletaent un/té' du second or* 
dfe\ de dix dizaines ou utiités- dû second ordre « une unité collée- 
ttve que nous appellerons centaine' oxè' cent f ou mêcme simplement 
unilé du troisième ordre ; de dix centaines ou onités du troilBÎème 
ordre une unité colfective^ qere nrouS' appellerons mi7/^, oti unité du 
quatrième ordre , et'ahisi de stffte* indéfini AVent , en réunissant coh%* 
tammeni dix unités de chaqtte ordre dans t/it^'umté dé Tordre 
immédiatement supérieur , et eir -imposant conthitfeUeixieiit un nom 
nouveau à chaque collection nouvelle. 

Instituons , en» outre « les neuf caractères ou chiffres 

1 » 3 I 3 ♦ 4 t 5 , 6 , 7, 8 , 9 ; 
que nous app^lféron^ respetti^emeùt 

uns diMUt^, M^i^', qkBire^ çinif, si^^^- s^t^ huk't'nét^ 
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pour repfësetfler , dan* leur ordre , les neuf premiers n6ai)>res 
naturel* ; et convenons en même temps que le nom de chaque 
caractère sera aussi celui du nombre qu'il est destiné à repré- 
senter. 

Nous allons voir qu'en considérant les nombres comme compo^ 

ses d'unités , de dizaines, de centaines, de milles, , il n'en 

est aucun qu'on ne puisse , à Taidc de ces quelques conventions , 
parvenir i écrire nettement , et, ce qui est très-digne de remar- 
que , sans que , pour cela , il soit nécessaire de savoir compter 
au-delà de dix. 

Supposons , en effet , que nous ayons devant nous un tas de 
blé , et qu'il soit question d'écrire en chiffres le nombre dé grains 
dont il se compose. Formons d'abord des tas de dix grains de ble 
chacun ; ces tas partiels seront dès unités du second ordre. Lors- 
que nous en aurons fait autant que le nombre total desgrain^de 
blé à exprimer en aura pu fournir ; s'il reste encore quelques 
graios de blé , ils seront certainement en moindre nombre que dix^ 
puisqu^ autrement il ne serait pas vrai de dire qu'on ne saurait 
plus former de tas de dix grains de blé. Le nombre des grains 
de blé excédant , lesquels seront des unités simples ou du premier 
ordre , pôUrra donc Olre noté au moyen de quelqu'un de nos neuf 
caractères. Supposons, pour fixer les idées, qu'il en reste trois; 
nous pourrons les écrire ainsi , par abréviation , ( 3 ■"*^) , et il nous 
restera à écrire le noadbre des tas de dix grains de blé» 

Pour cela réunissons ces las dix par dix ; nous formerons ainsi 
dé nouveaux las de dix fois dix ou cent grains de blé chacun « 
c'est-à-dire , des unités du troisième ordre. Après en avoir formé 
ainsi le plus grand nombre possible , s'il reste des las de dix grains 
de blé , pour la mâme raison que ci-dessus , ils seront en moin* 
dre nombre que dix » et leur nombre pourra conséquemment être 
exprimé par quelqu'un de nos neuf chiffres. Supposons, pour fixer 
les idées- , <iu*ll en resté ^épi \ hbus pourrons, P^r abréviation / 
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les ëciipe .ainsi ( 7 *^' ) , et les placer à la droite ou à la gauche 
du nombre des uniiës. Il nous restera alors à exprimer le nom*, 
bre des tas de cent grains de blé. 

Nous pourrons semblablement réunir ces derniers dix par d/x , 
pour en former de nouveaux tas 'de dix fois cent ou mille grains 
de blé , .c/est-à-dire. t ^es unités du ijuairiime ordre* Lorsque nou^ 
en aurons (ait ains>i le plus grand nombre possible , s'il nous reste 
des tas de cent grains de blé , ils sueront en moindre nombre que 
dix, et conséquemment leur nombre sera exprimable par quel- 
qu'un de nos neuf chiffres. Supposons, pour fixer les idées, qu'ils 
eu reste quatre ; nous écrirons , par abréviation , à la droite pu 
à la gauche des deux autres nombres déjà écrits, ( 4*"** ) ; et 
il restera à noter le nombre des tas de mille gtains de blé.^ 

• En continuant de réunir ainsi , dix par dix , les tas de Tordre 
le plus élevé , pour en former de nouveau d'un ordre supérieur, 
et en notant chaque fois le nombre des tas réslanl du premier 
de ces deux ordres, on parviendra finalement à des las de Tau- 
tre ordre tellement considérables qu*ils se trouveront en moindre 
nombre que dix ; de sorte qu*il deviendra impossible de pousser 
ropéralion plus avant. Autant pour en finir que pour fixer les 
idées , supposons qu'il en arrive ainsi pour les tas de mille grains 
de blé , et que ces tas soient seulement au nombre de six , on 
écrira , par abréviation , ( 6 "*"* ) , que Ton placera à la droite 
ou à la gauche des trois nombres déjà écrits ; et le problème 
sera ainsi résolu. 

. ^On pourra donc écrire le nombre de grains de blé qu'il s'agis^ 
sait d'exprimer en chiffres de la inanière suivante : 

6.*"- 4."**- 7/"- 3."^- 

et rpn conçoit que , tant qu on fera accompagner ainsi cliaque 
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clilffrc da nom des unités dont il sera l'expression , on pourra » 
sans craindre aucun équivoque , se permettre toutes sortes d'in- 
yersions dans l'arrangement des chiffres , comme on s'en^ permet 
dans la succession des mots de la plupart de nos langues/ Toute- 
fois, comme Tordre plaît naturellement à Tesprit , parce qu'il fa- 
cilite les comparaisons et les recherches , on jugera convenable 
.d'écrire constamment les unités des divers ordres des plus petites 
aux plus grandes ou des plus grandes aux plus petites. Or , comme 
ce sont les plus grandes qui nous intéressent plus spécialement , 
dans notre manière de lire de gauche à droite , on s'arrêtera de 
préférence au dernier de ces deux partis* 

Tel devait être , à peu près , le système de numération indien 
sous sa forme première, et, sans doute , pendant un temps plus 
ou moins long , on aura constamment accompagné chaque chif- 
fre du nom de l'espèce particulière d'unités collectives qu'il re- 
présentait ; et c'est ainsi que nous-mêmes nous écrivons commu- 
nément 



Mais , de même que les arpenteurs de profession se dispensent 
souvent , pour leur propre usase, de ces sortes d'indications, at« 
tendu qu'ils savent très-bien que le premier nombre qui est écrit 
â droite exprime des lignes « et que les suivans expriment , tour 
à tour , des pouces , des pieds et des toises , on peut conjectu* 
rer , avec vraisemblance , que ceux qui , par état , avaient beau* , 
coup de nombres à écrire , en auront usé de la même manière, 
et que , dans la seule vue d^abrcger , et sans prétendre aucune- 
nient faire une découverte , ils se seront dispensés , peu a peu , 
d'écrire les noms des divers ordres d'unités , en remarquant que 
ces noms se trouvent suffisamment indiqués par 1« rang des chif- 
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1res destines à en indiquer ie nombre ; de sorte qa'am lieu de 

ils auront écrit , comme le font souvent les arpenteurs , 

Mais ce que ne sauraient faire les arpenteurs , qui rencontrent sou- 
vent des nombres de pieds , de pouces et de lignes exprimés par 
plusieurs chifircs , les calculateurs indiens, dans la seule YUQiU» 
m<inager le terrein , auront peu à peu supprimé les barres entre 
les cbiffres , et auront écrit plus simplemeat 

6473 • 

Il est pourtant un cas , que nous n'avons pas mentionné , où 
cette manière abrégée d'écrire les nombres ne pourrait être mise 
eh usage si Ton n^opposait quelque correctif à Téquivoque qui en 
pourrait résulter. Il peut bien se faire qu'un nombre ne contienne 
pas d'unités de certains ordres , inférieurs à Tordre le plus élcvc 
dès vanités qui en font partie. Un nombre peut , par exemple. , ren- 
fermer seulement 6 mille , 7 dizaines , et 3 unités. Tant qu'on ac- 
compagnera chaque chiffre du nom de Tordre d'unités qu'il exprime « 
cela sera tout à fait sans difficulté , et Ton pourra écrire 



«lit. 



6.^^»- 7.^* S.**' 
commB un arpenteur écrirait 
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g toi. y ,ou. 3Ii„ 

Maïs si Ton supprime les indices et qa*on rapproche les cliiffrcs , 
le 6 ne se trouvant pla& alors qu'au troisième rang sera pris pour 
des centaines. Ce serait un mauvais moyen de parer à cet incon^ 
vcnient que de laisser vide la place des centaines » et d'écrire 

6 73 ; 

car , dans un dcrilure rapide , on risquerait souvent de laisser trop 
ou trop peu d'espace ; de sorte qu'on serait souvent en doule s'il 
manque oa s'il ne manque pas d'unités collectives intermédiaires , 
et combien il en manque consécutivement ; k quoi on peut ajou- 
ter encore que ce moyen ne pourrait être appliqué lorsque les 
unités collectives qui manqueraient seraient celles des derniers or- 
dres à droite. 

Il a donc dû paraître incomparablement plus commode et plus 
sûr d'instituer un chiffre qui fût le représentant de rien , et d'écrire 
ce chiffre dans tous les rangs « qu'autrement il aurait fallu lais» 
ser vides. C'est, en effet, le parti qu'on a pris ; ce chiffre est 
le o qui se prononce zéro , et qui , pendant long-temps , portail 
seul le nom de chiffre» On écrit donc 

6073 , 

pour peindre aux yeux le nombre dont il était question tout i 
rbeurc. 

Tom. XXI. 46 
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Telle est la numération écrite gcnéralemeDt en usage aujour-^ 
d htti dans tout le inonde civilisé ; et voilà par quelle suite d'es- 
sais et de perfeclionneoiehs successifs on aurait pu y êlre fort 
naturellement conduit , sans que de grands efforts d^intelligence 
eussent dû êlre nécessaires pour y parvenir (*)• . 

Nous nous trouvons présentement , par rapport à la numëra* 
tion écrite, à peu près dans lé cas où nous aurions été si , corn* 
me nous le supposions tantôt , on avait institué un chiffre par- 
ticulier pour représenter chacun des nombres naturels. A quel- 
que multitude de chiffres qu il nous faille recourir , en effet , pour 
écrire un nombre donné , suivant h système auquel nous venons 
de nous arrêter , rien ne nous empêche de considérer cet en- 
semble de caractères comme un caractère unique , dont les di- 
vers chiffres qui le compose sont les élémens. Mais nous avons 
ici Tavautagc que ces caractères composés , bien qu'en nombre 
illimité , sont assujéiis dans leur tracé à des règles tellement 
précises , tellement uniformes qu'on peut se dispenser den for- 



(^) C'est , ce me semble , un devoir rfgoureax pour celai qui enseigne ; 
non seulement d*expliquer de quelle mântère on a pu être conduit à cha- 
que découverte , mais encore de présenter de préférence à ceux à qui il 
s*adres5e , parmi toutes les manières dont une découverte aurait pu être 
faite , celle qui semble avoir dû exiger le moins d^cUorts de la pari de Vin- 
telligence. Cela fait prendre courage à ceux qui s*instruisent et les accou^ 
tume , en même temps , à bien conduire leur esprit dans les recherches 
auxquelles ils peuvent être appelés. Pour qui considérerait, par exemple, 
l'arithmétique comme sortie en entier ^t tout d*un jet d^une même tête , 
Tinvcnteur semblerait avoir dû posséder des facultés surhumaines , et c'est 
Tidce que je m'en étais faite moi-même la première fois que je Tai apprise. 
JjC comble de la perfection de son enseignement consiste à ce que celai 
qui rétudie puisse se persuader que , pour peu qu'il eût voulu y réfléchir 
sérieusement , il en aurait découvert de lui-même tous les divers procèdes* 
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mer a Tayanae le tableau général , attendu que Tun quelcon- 
que étant donné , on saura toujours positivement de quelle ma-- 
DÎ^re devra être figuré celui qui le précédera ou le suivra iininé- 
dialement. 

On peut dire exactement la même chose de notre écriture vul« 
^aire. Rien n'empêche , en effet , de considérer tous les mots 
du vocabulaire d'une langue comme autant de caractères compo- 
sés ; et il sera vrai alors de dire qu'une langue a autant de let- 
tres qu^elle a de mots. C'est même là ce qui arrive communé- 
ment dans une lecture rapide où nous nous arrêtons qu'à la phy- 
sionomie générale des mots ; et cela à tel point que certains mots 
peuvent manquer d'une lettre , d'autres en avoir une de trop , 
ou bien encore contenir une lettre au lieu d'une autre , sans 
que ccU nous empêche de les reconnaître , et quelquefois même 
ians que nous y fassions la moindre attention. 

Aujourd'hui nos chiffres 

Of 1,2, 3,4*5,6,7,8,9; 

au nombre de dix , lorsqu'on y comprend le zéro , n'ont aucun 
rapport naturel avec les nombres qu'ils sont destinés à représen- 
ter , et ce sont de purs signes dinstitalion qu'on ne peut , qu'en 
l'apprenant d'autrui , et par un pur effort de la mémoire , lier aux 
idées qu'ils sont destinés à rappeler ; mais il n'en dût pas être 
de même dans Toriglne , et il est même présumable que , si Tin- 
yeoteur de ces chiffres leur eût donné , dès l'abord , la figure 
qp'ils ont aujourd'hui, il n'aurait jamais réussi à les faire admet- 
tre. Par une bizarrerie assez remarquable il arrive, en effet , 
que ^ bien qu'aujourd'hui la presque totalitédes signes dont se compo- 
sent nos langues , soit écrites , soit parlées , soient des signes pu- 
rement conventionnels , n'ayant aucun rapport naturel avec les 
objets ou les idées qu'ils sont destinés à représenter , nous nous 
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révolterions néanmoins contre qaelqu^un qui nous proposerait Va- 
sage d'un signe nouveau , dout le choix n*aurait d'autre motif 
que sa volonté , tant l'arbitraire nous déplaît sous quelque forme, 
qu'il se produise. 

Aussi f en remontant , par les manuscrits , jusqu'à Tinvenlion 
première de nos chiffres arabes , trouve-t*on que tels que nous 
les employons aujourd'hui , ces chiffres , tomme tous les autres 
signes d'institution , ne sont que le produit des dégradations qu'ont 
subi successivement d'autres signes d'abord trcs-naturels , c'est-à- 
dire des signes qui , dans la pensée des inventeurs , avaient une 
liaison étroite avec les idées dont ils étaient le rappel. On conçoit 
que les mêmes recherches n'ont pu être tentées par rapport aux 
noms de ces chiffres , attendu que les mots sont des signes fugi^ 
tifs dont on ne saurait suivre la trace , comme on le fait des signes 
permanens , et d'ailleurs ces mots , étant employés par les clas- 
ses même les plus grossières de la société » op.t dû s'altérer d'une 
manière beaucoup plus rapide. Nous nous bornerons donc à re- 
marquer à ce sujet que , si l'on en excepte les mots quatre et zéro « 
les noms de tous nos chiffres sont d'une seule syllabe , comm^ il 
convient pour des mots qui doivent être d'un emploi fréquent. 

Venons présentement à la numération parlée , et reprenons de 
nouveau le nombre 

6473 ; 

on pourrait fort bien l'énoncer ainsi : six unités au quatrième or-- 
dre , quatre du troisième , sept du second et trois du premier , tl 
en user de même pour tout autre nombre , ce qui n'exigerait 
la création d'aucun mot nouveau ; mais nous avons déjà vu que , 
pour exprimer les unités du secord , du ^troisième et du quatrième 
ordres on avait inventé , sans doute pour abréger le langage , les 
mots dizaine ou dix , centaine ou cent et mille ; et on a égâ- 
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lement créé des mots pour exprimer les unités des ordres supé* 
riears.' A la Térilé il résulte de là que , pour pouvoir nommer 
lous les nombres , il faudrait créer une infinité de mots ; mais on 
doit remarquer , d'uiici part , que les besoins de la société ^ même la 
p1usayan:!ée , exigent rarement Temploi des nombres composés d'une 
grande multitude de chiffres « et , d'une autre , que , quand cela ar- 
rive quelquefois , on se contente d'écrire les nombres sans songer 
à les énoncer dans le discours. Nous allons voir , au surplus « 
qu'en formant la nomenclalure des unités des différens ordres , on 
a cherché à faire quelque économie sur la création des mois. 

Nous venons de voir que , dans le système de numération en 
usage , les unités des quatre premiers ordres ont reçu , des plus 
petites aux plus grandes , ou de droite à gauche , les dénomina- 
tions à' unités f dizaines , centaines , mille. Ces dénominations n*ont , 
comme on le voit , aucune analogie ni entre elles ni avec le rang 
des unités qu'elles expriment. Ce sont de purs signes d'institution , 
ne représentant les idées signifiées qu'en vertu d*une convention 
tout a fait arbitraire. 

Si l'on eût voulu continuer sur le même plan , il aurait fallu 
créer , pour les unités des ordres de plus en plus élevés , des dé- 
nominations également arbitraires et indépendantes entre elles , ce 
qui aurait surchargé la mémoire d'autant de noms nouveaux qu'on 
aurait eu d'ordi*es d'unités i considérer. Pour éviter cet cmbar- 
i*as , on a eu recours à un expédient qu'il convient de remarquer 
avec quelque attention , parce qu'on peut user dune ressource ana- 
logue toute; les fois qu'on a des nomenclatures à créer , ce qui 
arrive assez fréquemment dans les sciences. 

On a donc considéré que , puisque Ici unités du cinquième or- 
dre élaient dix fois plus graildes que les milles ou unités du qua- 
trième , on pouvait fort bien les appeler des dizaines de mille , 
tout comme celles du sec *»;d ordre sont des dizaines d'unités. On 
a* considéré pnrcillement que , puisque Tes unités du sixième or- 
dre étaient dix fuis dix fois , c'est-à-dire , cent fois plus gratide que 
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les milles , on pouvait fori bien les appeler des centaines de mille i 
tout coitime les miiiés du irôisicme ordre sont des eeniaines d unités. 

Quant aux unités du sephcoae ordre, on leur ai donné un nom 
tout à fait nouveau ; on les a appelées des millions ; considérant en- 
suite que celles des huiiièoie el neuvième ordres sont exactement , 
par rapport à celles-là, ce que sont celles des cinquième et sixiènfie, 
par rapport à celles du quatrième , ou encore ce que sont celles 
du second;" el du troisième ,"par rapport à celles du premier , on 
les a appelées respectivement des dizaines de millions el des centai-^ 
nés de millions. Quant aux unités du dixième ordre , on a créé 
pour elles une dénomination propre , on lésa appelées des billions. 
Ce sont aussi ce que les financiers appellent des milliards. - ' 

On a continué ainsi à n'introduire une dénomination nouvelle 
que de trois en trois ordres , en donnant constamment aux uni- 
tés des deux ordres immédiatement supérieurs les noms de dizai- 
nes et de centaines de cet ordre ; de sorte que , pour former les 
noms de tous les ordres d'unités , il suffit seulement de connaî- 
tre les mots dizaine et centaine , et de connaître en outre , soi-' 
yaiît leurs rangs , les dénominations indépendantes , lesquelles sont : 

Unités ^ milles , millions , billions^ trUlions , çuair illions , .... ; 

sur quoi nous devons remarquer , en passant , que ces dénomi- 
nations n'ont point été très-heureusement choisies. Les mots â/A- 
lions , inllions ^ quatrillions , •..••.. correspondent, en effet» aux 
noms de nombres deux ^ trois , quatre ^ ...•>. dont ils rappellent, 
ridée , tandis que ces mots ne sont point les deuxième , troisième y, 

quatrième , dénominations , mais bien les quatrième , cinquième ^ 

sixième Toutefois , ces dénominations ainsi convenues , on, 

sent que rien n'est plus facile que de former le tableau complet 
des noms successifs des différens ordres d'unités ; el Ton voit qu'au 
moyen de cette ingénieuse nomenclature , pour nommer et carac- 
tériser nettement des unités d'un grand nombre d'ordres différens , 
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on n^a guère à employer qu'un nombre de mots trois fois moin- 
dre ; et tel est Tayanlage que Ton trouve dans l'art de combiner 
méthodiquement quelques racines simples pour en former des mots 
composés.' , * 

Pour énoncer, dans le discours , un nombre écrit en chiffres, 
on aurait pu convenir , comme nous le disions tout à Theure , 
d*énonccr tour à tour, en allant de gauche à droite , les noms 
des chiffres qui le composent, en ajoutant , à la suite de chacun , le 
nom de Tespèce des unités qu^il exprime; mais cette manière de 
lire les nombres aurait été excessivement longue et fastidieuse, et 
on a très-adroitement profilé de Tordre introduit dans la nomen- 
clature des unités des différentes classes pour en rendre la lecture 
beaucoup plus concise, et pour réduire celle des nombres qui ont 
plus de trois chiffres à la lecture d'une suite de nombres de trois 
chiffres seulement. Expliquons donc , en premier lieu , comment 
on lit ces derniers , et faisons remarquer surtout les irrégularités , 
malheureusement trop nombreuses, que l'usage a introduites dans 
leur énoncé. 

D^abord les nombres qui s'écrivent 

100 , 200 , 3oo , 4oo , 900 , 

s'énoncent 

Cent , dét/x cents , trois cents , quatre cents , neuf cents. 

£n suivant l'analogie , les nombres qui s'écrivent 

10 , 20 , 3o , 4o • 90 , 

devraient s'énoncer . . . .^ 

Dix ^ deux dix , trois dix , quatre dix f neuf dix ; 
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îDMÎs le premier seul est soumis à ceUe règle ; I-cs cinq qui I« 
suivent immédialemcnl s'énoncent 

Vingt , trente , quarante , cinquante , soixante ; 

dcnouiinalions qui seraient passabicmeni régulières si , comme oo 
Va proposé , on remplaçait le mot i^ingt par le mot duanfe. 
Pour conûi.uer sur le même plan y les nombres qui & écrivcnl 

70 , 60 , 90 
devraient s^énoncer 

Septante , huitante , nonanfc ; 

c'est ainsi , en effet , que le peuple les énonce dans nos confréc» 
méridionales , et que nous conseillons au lecteur de les énoncer 
comme nous le faisons nous-meme ; mais, dans les salons du midi 
et dans tout le' nord de la France , on a trouvé , el il sérail as- 
sez difficile de dire pourquoi , quil élaît de plus bel air de dire 

Soixante et dix , quatre-vingts , quatre-vingt-dix . (*) 

'Il est très-Trai que soixante , augmenté de dix » font septante; ma» 
quarante augmenté de dix font bien cinquante , et pourtant on 
n'a jamais songé à remplacer celte dernière dénomination par l'ex- 
pression quarante el dix. II est encore rrai que quatre-vingts ou 
qualre fois vingt font huitante ; mais trois vingt font aussi 
soixante; l'on n'a pourtant jamais songé à remplacer celle dernière 
locution par la première. On comprend d'après cela que Texprcs^ 
sion quatre-V'ingt'dix est encore plus barbare que les deux ao- 



(*) La bonne société dit pourtant , en parlant de la Bible ; la çtrsion des 
septante M 
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ires (*). Après avoir fait de la dizaine une unité collective , on 
ne volt pas trop pourquoi nos pères en ont élé faire une autre de 
la vingtaine , et se sont avisés de la combiner avec celle-là. C*cst 
pourtant là ce qui est arrive ; voilà comment nous trouvons dans 
nos vieux auteurs six vingts pour cent vingt ; et voilà encore com- 
nient , aujourd'hui même , un établissement de bienfaisance fondé 
à Paris en faveur de trois cens aveugles , conserve la dénomina- 
tion des quinze-vingt , qu'on n^a pourtant jamais songé à appliquer 
aux braves compagnons de Léouidas. Il est certain que, quand 
de dessein préinédité on aurait résolu d'embrouiller une langue 
qui pourrait être si simple et si régulière , on aurait pu s'y prcur 
dr^^ d'une manière plus heureuse. 

Il serait bien temps enfin de faire disparaître des bizarreries 
aussi choquantes. L'Académie française , souveraine législatrice du 
langiige vulgaire, n'a jamais prétendu exercer sa suprématie sur 
la langue de l'histoire naturelle , de la physique , de la chimie , 
ni même de la géomélrie ; elle a reçu humblement , et enregistré 
dans son code , ces laiigues diverses , telles qu'il a plu aux sa vans 
de les lui présenter ; nous ne voyons donc pas pourquoi elle se 
croirait plus compétente à l'égard delà langue des nombres, qui 
est aussi une langue scientifique. Que, si elle ne veut point rayer 
absolument de son Dictionnaire les mots soixante et dix , quatre-» 
vingts et quatre-vingt-dix , nous désirerions du moins que , gardant 



(•) Si l'on dicte lentement le nombre guatre-oingt^dix à quelqu'un d'an 
peu prompt , son oreille étant d'abord frappée du son quatre , il e'rrîra tout 
naturellement un 4 ; 1« son çingt qui se fera entendre ensuite , l'averltra qiril 
faut changer ce 4 en Q° 8 ; enfin ^ en entendant le son dix , il reconnaî- 
tra qu'il faut corriger une seconde fois et remplacer de nouveau le 8 par 
iin g. Si , en faisant une addition , on trouve septante pour la somme d'une 
êolonne , et qu*on se serve de la locution soixante et dix , \>n sera souvent 
tenté de retenir six au lieu de sept , pour la colonne suivante. 

Torn. XXI. ^7 
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un jusle milieu , elle voulut bien , tout au moins , déclarer que les 
mois septante , huilante , nonante sont également de recette. 

Touteibîs nous n'hésiterions pas à leur préférer les expressions 
deux dix , trois dix , tjuatre dix , .... De même , en effet, qu'un 
enfant en bas âge ne se fait jamais expliquer >.^f^ exemple , ce 
que c*cst qiie quatre cens ^ il ne s*aviserait jamais de demander da- 
vantage ce que c'est que quatredix\ la dénomination lui indiquant 
la chose d une manière assez claire ; tandis qu'on est obligé def 
lui expliquer que quarante est le nom de la collection de quatre 
dixaiues. Un enfant qui sait que cinq et trois font huti ne de«- 
laandera jamais non plus combien valent ensemble cinq cens el 
trois cens, parce qu'il verra évidemment de lui - môme que^cbla 
fciit huit cens; il ne demandera pas davantage combien fout en* 
semble cinq dix et trois dix , tandis qu'il sera , au contraire « 
très-fondé à demander combien valent ensemble cinquante et trente ; 
parce qu'ici les mots ne rendent les idées que d'une manière im- 
parfaite. D'ailleurs , l'ordre et l'uniformité plaisent et attachent na- 
turellement , parce qu'ils offrent plus aisément prise à l'action de 
la mémoire et à celle du jugement , et de là sans doute ce pen- 
chant des enfans en bas âge à faire tous les verbes réguliers; or, 
comment veut^on qu'ils prennent quelque goût pour les spécula- 
tions numériques , eux chez qui l'élude de la numération parlée 
doit nécessairement précéder celle de la numération écrite , si cette 
numération parlée présente, dès le début, des anomalies dont il 
est impossible de se rendre compte P Cependant telle est V indiffé- 
rence générale du public sur toutes ces choses , tel est le petit 
nombre des hommes qui en sentent l'importance que nous ne se* 
rions pas surpris de voir beaucoup de lecteurs nous reprocher d*j 
avoir beaucoup trop insisté. . 

Pour leur prouver que nous sommes peu disposés à nous cor^ 
riger , signalons encore une dernière irrégularité. De même qu^ 
les nombres qui s'écrivent 
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Sg , 38 , 87 , 

» énoncent irenU-neuf , irenUhuU et trente-sept ; les nombres qui 
décrivent 

19 , 18 ♦ 17 , 

s'énoncent dix-neijf, dix^huit tï dix-sept \ de même donc qae les 
nombres qui s'écrivent 

36 , 35 , 34 ♦ 33 , 32 , 3i , 

«énoncent trente-six , trente-cinç , trente-quatre , trente-trois , trente^ 
deux el trente-un ; les nombres qu on écrit 

16 y i5 , i4 9 i3 , 12 , II , 

devraient s'énoncer dix six , dix cinq , dix quatre , dix trois , dix 
deux et dix un ; cependant Tusagc veut qu'on les énonce seize , 
quinze , quatorze , treize , douze et o/ictf. 

Ces anomalies ne portent heureusement que sur la numération 
parlée et non sur la numération écrite qui , comme nous Ta* 
vons déjà fait observer , est d'une régularité parfaite. Cela s'ex- 
plique facilement si Ton considère que la numération écrire n'est 
guère employée que par des hommes qui ont déjà acquis assez 
d'instruction pour sentir tout le prix de l'uniformité, et pour ne 
point y porter atteinte partout où ils la trouvent établie; tandis 
qu'au contraire la numération parlée esl à l'usage de tout le monde , 
des ignorans aussi bien que des savans. C'est la même raison , 
sans doute , qui fait que la langue parlée des plus petits nombres, 
à l'usage de plus de gens , et des gens des plus basses classes , est 
plus altérée que celle des plus grands. C'est sans doute la même 
cause qui fait que, dans toutes les langues , les verbes dont Tem- 



Digitized by 



Google 



364 PREMIERE LEÇON 

ploi est le plus frcqucnl , et notamment les verbes auxiliaires sont 
les plus irréguliers de tous* 

Du moment qu'on sait lire couramment les nombres qui n'ont 
pas plus de trois chiffres , la lecture des nombres écrits avec un' 
grand nombre de chiffres peut cire réduite à la règle suivante :' 
Partagez , par la pensée , le nombre proposé en tranches de trois chif^ 
freî chacune , en allant de droite à gauche , sauf la dernière à gauche 
tfui pourra fort bien en avoir moins ; donnez ensuite successivement 
aux tranches , toujours en partant de la droite , les noms suii^ans :< 

unités, milles , millions , billions, trillions, ; alors ^ en par-* 

tant de la gauche , énoncez chaque tranche comme, si c était un nom-- 
bre isolé d'un , de deux ou de trois chiffres , et ajoutez à la fin dû 
T énoncé le nom que cous at^iez d'abord donné à la tranche. 

Nous pouvons dire ici de la numération parlée ce que nouV 
avons dit plus haut de la numération écrite. Rien ne nous em- 
pêche de considérer le nom de chacun des nombres naturels comme 
un. mot unique, mais composé; et alors il sera vrai de dire que 
nous avons inventé autant de mots différens qu'il y a de nombres 
à nommer ; mais , par Teflct de Tart avec lequel ces mots sont 
composés, il arrive que nous n'avons pas besoin de les appren^- 
dre tous à l'avance pour êire en étal de prononcer chacun d*euz 
en particulier , lorsque le besoin l'exige. 

Il y a dans ce système , deux choses de pures conventions que 
l'on pourrait fort bien y changer sans nuire , en aucune sorte , 
à sa régularité. D'abord on pourrait, réunir plus ou moins de dix 
unités de chaque ordre pour eii composer une jde l'ordre immé- 
diatement supérieur , ensuite on pourrait dans la nomenclature des 
unités des différens ordres , introduire une dénomination nouvelle 
de deux en deux ou de quatre en quatre ordres , tout aussi bien 
que de trois en trois^ On ne voîi pas trop , sur ce dernier point, 
ce qui a pu déterminer le choix du nombre de trois , quant au 
premier : le choix du nombre dix est évidemment le résultat de no- 
tre organisation , c'est-à-dire , qu'il a pour cause le nornbre de 
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nos doigisquionlélé, sans doate , les premiers înstrumens dont nous 
nous sommes aidés pour compter. Aussi voil-on le nombre dix jouer 
un rôle plus ou moins important dans les sysièmcs de nuoiëralion 
les p]us divers , dans ceux mêmes des peuples qui jamais a^ont cii 
entre eux aucune communication. 

Il n'en est pas moins vrai qu'en réunissant plus ou moins de 
dix uniiés de chaque ordre dans une mnitc de Tordre immédiate- 
ment supérieur, on peut, à l'imitation de notre système de nu- 
mération, en- concevoir tant d'autres qu'on voudra, tout aussi ré- 
guliers que celui - là , dont plusieurs n'auraient rien à lui céder 
du coié des avantages et dont quelques-un-> même pourraient lui 
être préférables à certains égards. Nous n'avons donc pas seule- 
ment en mains une langue unique , mais bien une infinité de lan- 
gues propres a exprimer uniformément tous les nombres. Dans cha- 
que système de numération , ainsi calqué sur le nôtre , le nombre 
qui exprime combien on réunit d'unités de chaque ordre , pour 
en faire une de l'ordre immédiatement supérieur , est ce qu'on 
appelle la base du système ; et on dit , en conséquence , que no- 
tre système de numération a dix pour base. Il est aisé de voir 
que chacun de ces systèmes exigera l'usage d'autant de chiffres , y 
compris le zéro , que sa base contiendra d'unités. Si donc sa base 
est moindre que dix , nos chiffres n'y seront pas tous employés; 
si , au contraire , elle est plus grande , il exigera l'introduction 
de nouveaux chiffres. Il parait que, dans une antiquité très-recu- 
lée , le système binaire , c'est-à-dire , celui qui a deux pour base , 
et qui n'exige conscqucmment que l'emploi des chiffres o et i , 
ét^it connu et pratiqué dans l'empire de la Chine. 

Il convient de rem:>rquer ici que notre manière de lire les nom- 
bres. en les partageant en tranches de trois chiffres revient exac- 
tement à considérer tous les nom!>res infcrîaurs ^ mille , sauf à 
écrire un ou deu& zéros à la gnuche de ceux qui n'ont que deux 
ou. un chiffre , comme les chiflres d'un système de numt^ration 
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qui a mille pour base , et dont les unités des difTérens ordres sont 

les tranches successives de trois chiffres. 

Dans le système de nuœéralion qui aurait un pour base , les. 
unîtes des différens ordres auraient toutes la même valeur, et consé^ 
quemment ce système ne serait autre que le premier des deux systè^ 
mes extrêmes de numération que nous nous sommes vus contraints 
de rejeter au commencement de celle dissertation. On pourrait 
fort bien y faire usage du zéro , et même le placer partout cl an^ 
tant de fois qu'on le voudrait , mais il n'y produirait qu'un en** 
combrement superflu. 

Dans le système de numération qui aurait une base infinie , 
il faudrait une infinité d'unités de chaque ordre pour en former 
une de Tordre immédiatement supérieur ; tous les nombres finis 
n'exprimeraient donc que des unités du premier ordre, et seraient 
conséquemment des nombres d'un seul chiffre ; ce système exige- 
rait donc l'emploi d'une infinité de chiffres différens; ce serait donc 
le dernier des deux systèmes extrêmes que leur incommodité nous 
avait d'abord conduit a rejeter. Celui-ci n*aurâit pas à faire usage 
du zéro, du plutôt l'unité suivie d'un zéro y serait le symbole de 
l'infini. 

Tous les autres systèmes de numération,, à base plus ou moins 
grande , se trouvent compris entre ces deux systèmes extrêmes , 
et le nôtre occupe conséquemment le dixièdfie rang dans la série. 
On sent aisément que l'un quelconque des systèmes de numéra- 
tion qui s'y trouvent compris participera plus ou moins des avan- 
tages et des inconvéniens de l'un ou de l'autre des deux systèmes 
extrêmes , k mesure qu'il s'en rapprochera davantage. 

Nous ayons essayé , dans ce qui précède , d*écrire le roman 
ât notre numération , roman auquel nous nous sommes attachés 
principalement à donner autant dé' vraisemblance qu'il nous a été 
possible de le faire ; ceux de nos lecteurs qui désireront des de* 
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taîls sur son Ai5/oirtf pourront consulter, entr'autres, un savant 
mémoire allemand de M« le baron Alex, de HuBfBOlD , inséré à 
la pag. 2o5 du lY.™® volume du Journal de Mathématiques de 
M. Cbelle y mémoire dont nous pourrons quelc]ue jour publier 
une traducilon dans le présent recueil. 



Fin du yraGT-UNiÈKi volubub. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



TABLE DES MATIERES. 369 



TABLE 

Des matières contenues dans le XXI. ^^ volume 

des Annales. 



ANALYSE ALGEBRIQUE. 

xJz rëlîmination entre nn nombre qaelconqae dVqaatlons de degrés quel- 
conques ; par M. Gergonne* Pag. 4i**65 

ANALYSE APPLIQUÉE. 

Mémoire sur la théorie analytlqae de la chaleor ; par M. LiouQiile. i33-«i8a 
Solution d*an problème d^ëcooomie indastrielle ; par M. P. 5. 94^*96 

ANALYSE ÉLÉMENTAIRE. 

Rësolntion de quelques cas de Téquation binAme ; par M. Lenthéric. ioi*-*i 17 

ANALYSE INDÉTERMINÉE. 

Note sar le triangle rectangle en nombres ; par M. *^ 96-*98 

ANALYSE TRANSCENDANTE. 

Essai sur une méthode générale d^intégration ; par M. Le Baiiier, 73— 83 

Notes sur quelques points d*analyse ; par M Galais. 1 82-— 184 

Méthode pour la transformation d*une série quelconque ou du rapport de 

ieaz séries en fonction continue équivalente ; par M. Le Barbier, 262*^280 

ARITHMÉTIQUE. 

Démonstration de cette proposition que la demi-somme de deux nombres 
qui se ressemblent sur la gauche dans plus de la moitié de leurs chiffres n^cz- 
cède pas d'un huitième d'unité la racine qoarrée de leur produit ; par M. 
Gergonne. 83—86 

De la recherche du plus grand diviseur et du plus petit dividende commun 
à tant de nombres qa on voudra j par M* Gergonae. 117-^133 

Tom. XXI. 48 



Digitized by 



Google 



370 TABLE 

Sur l'erreur qu'entraîne rinterpollatlon vulgaire dans les calculs par loga- 
rithmes ; par M. Bary. 281—38^ 

Première leçon sur la nameVation ; par M. Gergonne. 327—368 

ARITHMÉTIQUE SOCIALE. 

Sur le plus grand produit qu*on puisse obtenir d*un impôt; par M. P. S, 92^—94 

Notions élémentaires sur les métaux considérée comme monnaies ; par M. 

Gergonncm 1 89^3 1 7 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Exposition d'une méthode élémentaire propre à obtenir les équations des dé- 
Tcloppéea orthogonales et obliques des courbes planes ; par M. Barf. a4g*^a$3 

GÉOMÉTRIE DES COURBES. 

Démonstration d^uiie propriété delà parabole ; par M. Valfes» 187— *i88 

Démonstration d'une propriété des lignes et surfaces du second ordre ; par 

M. CivQa. ■ Soi— 3o5 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Solution de denx problèmes relatifs à la construction d'un triangle recti* 
ligne avec trois données ; par M. ValVes, GS-^Gg 

Solution d'un problème relatif au quadrilatère ; par M. P. S. 86—92 

Recherche du diamètre d'un cercle à l'aide des longueurs des cordes de 
trois arcs formant ensemble la demi-oirconfcrence ; par M. ••• 98—100 

Solution de deux problèmes relatifs à la division du triangle et du tétraèdre ; 
par M. Le Barbier. a6a— a8o 

Note sur la détermination du segment sphérique k deux bases parallèles ; 
par M. Bary. 3a6— Sag 

GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

De la courbure des courbes planes ; par M. Gergonne, i— i(o 

De la courbure des surfaces courbes ; par M. Gergonne, ai7-»249 

PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Préliminaires d'un cours de mathématiques pures ; par SI. Gerg^wu. 3o5*«-3a6 
Première leçon sur la oUunération ; par AI. Gergonne* 3a7-»368 



Digitized by 



Google 



DES MATIÈRES. 3ji 



lEjïlre les questîotis proposées et les questions résolues. 



Tom. XIX , pag. 182 , Théorème 1 1 H , Déinonfs., tom. XXI , pag*. 3oi— 3o5 

Tom. XX , pag. a84* 1 ProMème. < ' 

pag. 3i5 , Problèmes I , H. 65«*69 

Problèmes ffl , IV , V. > ■ 

pag. 3i6 , Problèmes I , lï , m , IV, . 69—72 

pag. 346 , Problèmes I , II , III. 86—96 

Tom. XXI , pag% 4o , Problème. n ■ 

pag. 7a , Problèmes I , II. . 1 84— -187 

pag. 100 , Théorème. 187—188 



Digitized by 



Google 



37* CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

ERRATA 

Pour le tome vingt-unième des Annales. 



p 

X AGE a , ligne i6 — placez ane virgule après f. 
Pag. a8 , lîg, dernière — supprimez en. 
Pag. ag, Itg, Il — • placez une virgule après normale* 

lig. i3 — placez une virgule après lieu» 

Pag- 63, lig. 5 — D.». « ; lisez : D.»... . 

Dim^ ; lisez : Dj».!* 

•Dim-i ', liaez : Dsm-s • 

P^« 7* > '"g* 7 — après arcs ; ajoutez : de grands cercles» 

Pag. 174 -— L*e'quation (a) esl inexacte, et doit être remplace'e par eene-cit 

âx 
laquelle devient , en développant son premier memlre 
et divisant par « , 

, d*u d& du • 

d:c* ûx aa « 

H n*en est pas moins vrai qu'on peut ramener les cal* 
culs à intégrer Téquation (b) ; car , en posant dans Tau- 

tre 11= -7— , c*est à cette forme qu'elle se réduit. 

Pag. 175, — Féqnation (c) doit ttre remplacée par celle-ci 

rû>-— =ci) — = — — yci/ . 
d/ àx 

Pag. a33 , lig. 9 "*■ placez avant le mot tandis la virgule qui le suit. 
Pag. a36 , lig. 7 et 8 — placez un signe + devant la première parenthèse. 

àSf ,. d5' 

Pag. a48 , lig. 10 I premier binôme ^ jj- î "«^z : — . 
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